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   مقدمة١-٢
كما رأينا سابقاً فإن المفاهيم الأساسية في النهاية والاتصال لم تتغير عن مثيلتها في 
المتغير الحقيقي وهناك اختلافات يسيرة جداً راجعة الى طبيعة المتغير المركب ودواله التي هي 

وبالرغم من أن المفهوم .. يضاحه في الباب الأول  كما تم إw الى مستوى zتحويل من مستوى 
الأساسي للاشتقاق لم يتغير أيضا إلا أن النتائج التي سنحصل عليها في هذا الباب غير مسبوقة 

وهى لب هذا الباب ..  ريمان –وليس لها نظير للمتغير الحقيقي وهو ما يعرف بمعادلات كوش 
  . الأساسي في مادة المتغير المركب

  
  Complex function differentiationاشتقاق الدوال المركبة  ٢-٢

 w فإن اشتقاق z من مستوى R دالة وحيدة القيمة في منطقة  w = f(z)إذا كانت 
  :يعرف كالآتي

( ) ( ) ( )
z

zfzzfzf
dz
d

dz
dw

z ∆
−∆+==

→∆ 0
lim  

  .  إلى الصفرz∆بشرط وجود هذه النهاية مستقلة عن الطريقة التي يؤول فيها 
  .بة الجديد في هذا البابوالجملة الأخيرة هي صاح

)ويقال حينئذ أن  )zf لكل نقطة في المنطقة ∃ موجود R  ∀ z ∈ℜ وتسمي f(z) بالدالة 
 وهذه  holomorphic أو دالة هولمورفيه     regular أو الدالة المنتظمة     analyticالتحليلية  

 طالمـا   z0دالة تحليلية عند نقطة      f(z)والدالة  .. الاصطلاحات مرادفة لبعضها البعض تمامـاً      
)كانت   )zf        موجودة في كل نقاط الجـوار neighbourhood  |z-z0|<δ    لأي عـدد 

  .δموجب 
  ١-٢مثال 

  :استخدم التعريف لإثبات أن  
z

dt
d 2z2 =  
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  يضا فأ..  يتشابه أسلوب الحل هنا تماما مع ما سبق فعله للدوال الحقيقية :الحل

 

 

zz        وبالتالي فإن
dz
d 22 =  

)          وبالتالي يمكننا إيجاد ) ( )iif +=+ 121   
ونجد أن كل ما تعلمناه لحذف العامل الصفري في هذه النهاية يمكن تطبيقه بدون .. وهكذا 

  .تغيير ولا مشاكل إطلاقا إذا أمكن ذلك
    

  :٢-٢مثال 
  يوجد لهذه الدالة اشتقاق؟فهل   w = |z|2إذا كانت   

  :الحل
zzwفي هذه الحالة     zzz   لأن  =   2 =  

  وبالتالي
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 وجود جديد للمتغير المركب ليس له zفالمرافق .. هنا يجب أن نكون حذرين في أخذ النهاية 
فمثلاً هل .. يجب أن ندرسه بعناية ولذلك .. مثيل في دوال المتغير الحقيقي 

)(lim
0 z

zzzz
z ∆

∆+∆+
→∆

 موجود أم غير موجود، ولقد سبق التعامل مع مثل هذه المفاهيم 

) يقول أن ١–بل أن أحد التمارين في تمرين  )zf
z 0
lim
→

فهل هذه النهاية ..  غير موجود 

   فإن x→0∆ وy=0 ∆إذا ما أخذنا المسار .. دعنا نرى ذلك ! .. مثلها؟

x
x
xiyxxiyx

z
zzzz

xz
2))()()((lim)(lim
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∆
∆++∆+−=

∆
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→∆→∆
 

   فإنy→0∆ وx=0 ∆وإذا ما أخذنا المسار 

[ ]
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yiiyxyiiyx
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2                                 
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إذاً يتنافى وجود هذه    .. ولا يمكن أن يتساوى قيمتا النهايتين فأحدهما حقيقية والأخرى تخيلية           
قاق غير موجود في    وعلى هذا نقول بشكل مطلق أن الاشت       .. zالنهاية لأي نقطة في المستوى      

 وجـدير  non-analytic anywhereأي مكان أي أا دالة غير تحليلية في أي مكـان  
لابد من إثبات أن النهاية لهـا قيمـة لا          .. بالمناقشة هنا أن نقول أنه لإثبات وجود الاشتقاق         

ا فإذا أخذنا عدد كافي من المسارات وكله      ! .. ولكن كيف نثبت ذلك ؟    .. تعتمد على المسار    
) .. أي وجـود الاشـتقاق    (توجد نفس القيمة للنهاية فليس هذا بإثبات كافي لوجود النهاية           

في هذه الحالـة نقـول      .. ولكن العكس صحيح فيكفي أن تختلف قيمة النهاية عند مسارين           
فهذه الطريقة لا تصلح لإثبـات      . بتأكيد أن النهاية غير موجودة أي أن الاشتقاق غير موجود         

..  ولكنه ربما يكون موجوداً ولذلك لا بد من تأكيد الوجود بطريقة أخـرى               وجود الاشتقاق 
  .أما إثبات عدم الوجود فمتاح

كذلك لاحظ أيها القارئ أن سبب ذلك هو وجود الدوال غير المسبوقة في المـتغير                 
zzالحقيقي وهي دوال المرافق مثل    . ويجب التعامل معها بحظر شديد∆  و   
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  ٣-٢مثال 

أوجد مناطق تحليلية الدالة 
z
zw
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1  

  :الحل
  كالمعتاد فإن  
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وبالطبع لابد أن نستثني ..  فإن هذه هي قيمة الاشتقاق z → 0∆بأي طريقة تؤول فيها 

وهي نتيجة لا . z = 1أي أن الاشتقاق موجود في كل المستوي ما عدا . z = 1النقطة 
  .دم مع معلوماتنا السابقةتصط

  ١-٢نظرية 
والعكس غير ..  فأا أيضا تكون متصلة z تحليلية عند نقطة f(z)إذا كانت الدالة 

  .صحيح
  الإثبات 

   فإنz = h∆بوضع   

( ) ( ) ( ) ( ) 0     ,      . ≠−+=−+ hh
h

zfhzfzfhzf  
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( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0                                  

    ،               0.                                   

 .limlim
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zfzf
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( ) ( )zfhzf
h

=+
→0

lim                         وهذا يعني أن 

  . دالة متصلةf(z)أي أن 
) الدالة ولكن ) zzf وبالتالي فإن ) .. لماذا؟( هي دالة مستمرة ولكن اشتقاقها غير موجود =

  .الاستمرار لا يؤدي إلى الاشتقاق ولكن العكس هو الصحيح
  .ونلاحظ هنا عدم اصطدمنا ذا المفهوم فهو يتفق مع معلوماتنا السابقة

   
  esDifferentiation Rul قواعد الاشتقاق ٣-٢

فقواعد اشتقاق الدوال التحليلية هي نفسها .. لا مفاجآت عندنا تحت هذا المسمى 
  ..القواعد المتعارف عليها 
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d
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       (v) إذا كان w = f(z) وكان z = g(η)  
  : كالمعتاد هيchain rule  فإن قاعدة التسلسل 

     
ηη d

dz
dz
dw

d
dw .=  

  وهكذا..             
(vi) إذا كان w = f(z) فإنه إذا وجدت z = f–1(w)فإن    

  وبالتالي فإن
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=

dw
dzdz

dw 1  

      (vii) كذلك إذا كان z = f(t) وكان w = g(t)فان   

   ( )
( )tf
tg

dz
dw = , 

  .t تشير الى تفاضل بالنسبة للبارامتر ’–‘   حيث 
     (viii) المعتادة لما يسمى بالتفاضلة تسري هنا على دوال المتغير  نفس القواعد

  فمثلاً.. المركب بلا حذر 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )dzzgzfzgzfd ±=±  

  .وهكذا
(ixx) الاشتقاق من رتب أعلى higher order derivatives يمكن 

)إجراءه بتكرار التعريف دون حذر طالما كانت  )zf  دالة تحليلية ′
)الحصول على وهكذا يمكن  )( ) ( ) ( )zfzfzf n ′′′′′    ,        L إذا 
  :ولكن يوجد تميز لدوال المتغير المركب في النظرية التالية.. أمكن ذلك 

  ٢-٢نظرية 
 فإنه أيضا يكون z في مستوى R دالة تحليلية في منطقة f(z)إذا كانت   

( ) ( )zfzf ′′′ كل المشتقات من أي أن . R لأي رتبة، دوال تحليلية في المنطقة ذاا    ,  
  . رتب أعلى تتواجد إذا ما وجدت المشتقة الأولى

(xx) قاعدة لاهوبيتال L’Hosptal’s rule  الشهيرة يمكن تطبيقها أيضا 
 دوال تحليلية في g(z) , f(z)على دوال المتغير المركب فأيضاً إذا كان 

 ولكن f(z0)=g(z0) = 0 وبافتراض أن z0 عند نقطة Rمنطقة 
g′(z0)≠0ن فا:  

( )
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zg
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zz ′
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وتعمل القاعدة طبقا للإضافات والإمتدادات المعتاد عليها لدوال المتغير الحقيقي دون تغيير يذكر 
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فيمكن تكرار استعمالها كما يمكن استعمالها لحالات أخرى غير 
0
    مثل    0

∞
∞ .. 

  .وهكذا
ولا يوجد شئ مميز جدا .. لاشتقاق وكما نرى فإنه لا مفاجآت كبيرة حتى الآن في باب ا

  . لاشتقاق دوال المتغير المركب حتى الآن
  

  Riemann Equations-Cauchyريمان - معادلتي كوشي٤-٢
اثبت كوشي ومعه ريمان هذه النظرية .. بتدقيق أكبر في اعتماد النهاية على المسار 

ة عنها للدوال الحقيقية إذ لا وهي التمييز الأكبر في باب الاشتقاق للدوال المركب.. الشهيرة 
  ..يوجد نظرية مماثلة في هذا الفرع 

  ريمان-كوشي) ٣-٢(نظرية 
 حتى w = f(z) = u + iv للدالة necessary conditionالشرط الضروري 
 هذان الشرطان v, u هي أن تحقق كل من z في مستوى Rتكون دالة تحليلية في منطقة 

  ):ريمان-ويعرفان بمعادلتي كوشي(

x
v

y
u

y
v

x
u

∂
∂−=

∂
∂

∂
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∂
∂        ,        

  :الإثبات

)نحن الآن نثبت وجود النهاية  ) ( )
z

zfzzf
z ∆

−∆+
→∆ 0

lim  

 بشكل عام ونأخذ المسارين المعتادين اليسيرين وهما z=∆x+i∆y∆ولذلك دعونا نكتب 
∆y=0) و  (∆x→0 و ∆x=0) و  (∆y→0ونرى ما النتائج التي سنحصل عليها .  
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  :وبالتالي فإن  دع
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  :y→0∆)  وPass 1 ∆x=0)  حالة المسار الأول وفي
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
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)وفي الواقع فإن كميات مثل  ) ( )
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yyxgyyxg
y ∆
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 سبق التعامل معها 

في حالة عدم  (y بالنسبة الى g(x,y)وتعريفا على أا الاشتقاق الجزئي للدالة ثنائية المتغيرات 

)أي أا تساوي ) .. xتغيير  )
y

yxg
∂

∂    وبالتالي فإن ,
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   فإن y→0∆  وx=0 ∆ (pass 2):وفي حالة المسار الثاني 
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ولـذلك  (وأقل متطلب نطلبه هنا أن تتساوى قيمة النهاية على هذين المسارين علـى الأقـل                
  :وبالتال فإن) س بكافيفالشرط الذي سنحصل عليه هو شرط ضروري ولكنه لي
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  . ريمان–وهما المعادلتان الشهيرتان المعروفتان بمعادلتي كوشي 
ونعقب هنا على هذين الشرطين أما في حالة عدم تحققهما معاً فإن الدالة تفشل في أن تكون                 

  .ولكن في حالة تحققهما معا فإن الدالة ربما تكون تحليلية.. تحليلية 
  

  Sufficiency الكفاية ٤-٢نظرية 

إذا كانت التفاضلات الجزئية 
y
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∂
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∂
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∂
∂  في R متصلة في نفس المنطقة ,  ,  ,  

  . تكون تحليليةf(z)ريمان فإن - التي فيها يتحقق معادلتي كوشيzمستوى 
  

  :الإثبات

حيث أن التفاضلات الجزئية    
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 وعندها تتحقق العلاقة x, ∆y→0∆ عندما δ→0,∋حيث 

dy
y
udx

x
udu

∂
∂+

∂
   وبالتالي فإن=∂

yxy
y
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x
uu ∆+∆∈+∆

∂
∂+∆
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∂=∆ δ  

  وبالمثل فإن

yxy
y
vx

x
vv ∆+∆+∆

∂
∂+∆

∂
∂=∆ βγ  

  .x,∆y→0∆ عندما γ,β→0حيث 

 باستعمال مفكوك تايلور ،
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    وبالتالي فان
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  x,∆y→0∆دما  عنδ+iβ→0 وiγ→0 +∋وكالمعتاد فإن 

  ريمان فإن-وباستعمال معادلتي كوشي
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   فإنz∆وبالقسمة على 
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 δ+iβ→0 وiγ→0 +∋  فإن y→0∆)  وx→0) ∆ أي z→0∆وبأخذ النهاية عند 

  وبالتالي

x
vi

x
u

z
w

dz
dw

z ∂
∂+

∂
∂=

∆
∆=

→∆ 0
lim  

  
 تكون دالة تحليلية مع ملاحظة f(z)وبالتالي فان وبالتالي فإن التفاضل يكون موجوداً وفريداً 

ريمان واستعملنا مفكوك تايلور في البداية الذي يستوجب اتصال -أننا استعملنا معادلتي كوشي
  .u,vالدالتين 
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ريمـان وكانـت    - أنه إذا ما تحقق معـادلتي كوشـي        ٤-٢،  ٣-٢ تقول النظريتان    :تعقيب
ولا يمكـن  ..  تكون دالة تحليلية f(z) متصلة فإن vx,vy وux,uy التفاضلات الجزئية   

ريمان وحدهما كما سبق وذكرنا كمـا لا يمكـن          -الاكتفاء بتحقق معادلتي كوشي   
كذلك فإننا  . ريمان في الإثبات  -عادلتي كوشي الاكتفاء بشرط الاتصال لأننا استعلمنا م     

  لا ننسى أننا حصلنا على التفاضل في حالة وجوده وهو

( )

( )iw
y

iuv

w
x

ivu
dz
dw

yy

xx

−
∂
∂=−=

∂
∂=+=

       
 

  وبالتالي يمكننا معرفة الاشتقاق ييسر باستعمال أحد هذه الصيغ وليكن

xx ivu
dz
dw +=  

  :٤-٢مثال 
zwأثبت أن    sin=ة في أي مكان وقارن ذلك مع الدالة  غير تحليليw=sin z.  

  :الإثبات
  نعلم أن  

w = sin z 
   = sin (x + iy) 
    = sin x cosh y + i cos x sinh y 

  وبالتالي فإن

( )
yxiyx

iyx
zw

sinhcoscoshsin   
sin   
sin

−=
−=

=
 

   أذن 
u = sin x cosh y , v = - cos x sinh y 
ux = cos x cosh y , vy = sin x sinh y 
uy = sin x sinh y , vx = sin x sinh y 

  ريمان فلابد-ولتحقق معادلتي كوشي
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ux = vy ⇒ 2 cos x cosh y = 0 
uy = –vx  ⇒ 2 sin x sinh y = 0 

  sin x = 0 لا تجعل cos x = 0 التي تجعل xوقيم 
  sinh y = 0 لا تجعل cosh y = 0 التي تجعل yوكذلك قيم 

 غير تحليلية في zsinالمعادلتين وبالتالي فان وبذلك فنحن لا نجد أي نقاط تتفق فيها هاتين 
  .كل مكان

ريمان متحققتان بالنسبة لـ -وعلى العكس من ذلك فإننا نجد أن معادلتي كوشي
sin z ولكن الدوال sin x, cos x و sinh x, cosh x ا الجزئيةدوال متصلة وتفاضلا 

في محقق كما أن الشرط الضروري محقق أيضاً وبالتالي فإن متصلة أيضاً وبالتالي فإن الشرط الكا
  . قابلة للاشتقاق في كل مكانsin zالدالة 

 
  Harmonic Functions الدوال التوافقية ٥-٢

 في نظرية واحدة بحيث إذا تحققت شروطها ٤-٢ و ٣-٢يمكن الجمع بين النظريتين 
  . معا٤ً-٢ و ٣-٢فإا تحتوى شروط النظريتين 

  ٥-٢ نظرية
 في مستوى Rإذا كانت المشتقات الجزئية الثانية للدوال موجودة ومستمرة في منطقة   

zا تحققفإ   

0

,          0

2

2

2

2
2

2

2

2

2
2

=
∂
∂+

∂
∂=∇

=
∂
∂+

∂
∂=∇

y
v

x
vv

y
u

x
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 في (2g = 0∇) يحققان معادلـة لابـلاس   f(z)أي أن الجزء الحقيقي والجزء التخيلي للدالة 
  . دالة تحليليةf(z)متغيرين إذا كانت 

  :الإثبات
   دالة تحليلية فإنf(z) = u + ivبما أن   
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(2)                                        

(1)                                           

x
v

y
u

y
v

x
u

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

 

   فإن(1)وبالتالي من 

(3)                                     
2

2

2

yx
v

x
u

∂∂
∂=

∂
∂  

   فإن(2)وبالتالي من 

(4)                                     
2

2

2

yx
v

y
u

∂∂
∂−=

∂
∂  

   فإن(4),(3)وبجمع 

             02

2

2

2
=

∂
∂+

∂
∂

y
u

x
u  

  وبالمثل يمكن إثبات أن

             02

2

2

2
=

∂
∂+

∂
∂

y
v

x
v  

إجراء الاشتقاق فإننا نشترط أن المشتقات الجزئية من الرتبة الثانية يجـب أن             وحتى نتمكن من    

  .تكون موجودة

  :ملاحظة
 ويمكـن في  conjugate functions تسمية الدوال المترافقـة  v وu يطلق على   

  .حال معرفة واحدة منهما استنتاج الأخرى
  ٥-٢مثال 

(a اثبت أن الدالة u = e-x (x sin y-y cos y)ة توافقية دال  
(b أوجد v المرافقة لـ u  
(c أوجد f(z) = u + iv  
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  الحل
  

(a   u = e-x (x sin y – y cos y)  
  وبالتالي فإن

   

 ( ) ( )yyyxeye
x
u xx cossinsin −−=
∂
∂ −−  

  وبالتالي 

 ( ) ( ) ( )yyyxeyeye
x

u xxx cossinsinsin 2

2
−+−−=

∂
∂ −−−  (1) 

  كذلك

 ( )yyyyxe
y
u x cossincos −+=
∂
∂ −  

  وبالتالي

 ( )yyyyyxe
y

u x sinsincossin2

2
+++−=

∂
∂ −   (2) 

  ):٢(و ) ١(وبجمع 
 

0                   
cossinsin2                       

cossinsinsin2

2

2

2

=
+−+

−+−−=
∂
∂+

∂
∂

−−−

−−−−

yyeyxeye

yyeyxeyeye
y

u
x

u

xxx

xxxx

 

  Laplace equation تحقق معادلة لابلاس uأي أن 
 ∇2 u = 0 

  . دالة توافقيةuوبالتالي فإن 
(bريمان فإن- والآن باستعمال معادلتي كوشي  
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(4)                      cossincos

(3)                         cossinsin

yeyyeyxe
x
v

y
u

yyeyxeye
y
v

x
u

xxx

xxx

−−−

−−−

−+=
∂
∂−=

∂
∂

+−=
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∂=

∂
∂

 

   فإنy وبالتكامل بالنسبة الى (3)من 
 v = - e-x cos y + e-x x cos y + e-x ∫ y cos y dy 
    = - e-x cos y + e-x x cos y + e-x [y sin y - ∫ sin y dy] 
    = - e-x cos y + e-x x cos y + e-x y sin y + e-x cos y + F(x) 

  أي أن
v(x, y) = x e-x cos y + y e-x sin y + F(x) 

   فإنxوبتفاضل هذه الدالة جزئياً بالنسبة الى 

 )(sincoscos xFyyeyeyxe
x
v xxx ′+−+−=
∂
∂ −−−  

   فإن(4) من ولكن
– xe-x cos y + e-x cos y – e-xy sin y + F ′(x) = – e-xxcosy – e-xy siny 
+ e-x cos y 
  F ′(x) = 0 ⇒ F(x) = A أي أن 

  وبالتالي فإن
v(x, y) = x e-x cos y + y e-x sin y + A 

 
 

v(x, y) = e-x (x cos y + y sin y) + A 
  . وهي الدالة المرافقة المطلوبة

   فأننا نستعملz دالة تحليلية ولإيجادها كدالة في f(z) = u + ivلآن فإن وا) ٢
  z = x + iy  ,  z = x – iy 

            أي أن  

        ( )zz
i

yzzx −=+=
2
1                     ,                  

2
  

  وهكذا  .. ez = ex+iy = ex(cos y + i sin y)وأي متطابقات أخرى مفيدة مثل أن 
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  وفي حالتنا هذه فإن 
 f(z) = u + iv 
         = e-x(x sin y – y cos y) + ie-x(x cos y + y sin y) + iA 
        = e-xx (sin y + i cos y) + e-xy (- cos y + i sin y) + iA 
        = e-x x (sin y + i cos y) + e-x y i (sin y + i cos y) + iA 
        = e-x (sin y + i cos y) (x + i y) + iA 
        = e-x i (cos y – i sin y) (x + i y) + iA 
        = e-x i e-iy z + iA 
        = i e-zz + iA 

  : هيf (z)أذن الدالة التحليلية 
  f(z) = iz e-z + iA , A ∈ ℜ 

  :ملاحظات
(i) فمن ..   هناك أكثر من أسلوب للوصول إلى نفس النتيجة السابقةu نوجد v ويمكن من 

v نوجد u وكذلك من 
y
v

x
u

∂
∂=

∂
 وكذلك من v نوجد ∂

x
v

y
u

∂
∂=

∂
 v  نوجد −∂

  .z أن النتيجة يجب أن تكون فريدة كدالة في على.. أيضا وهكذا 
(ii) نلاحظ أن دالة  f(z) المستنتجة تعتمد على ثابت عام وبالتالي فنظريا نحن نملك عدد 

  . فقطzلاائي من الحلول والانفراد يكون في الجزء المعتمد على 
(iii) إذا علمنا من الدالة f(z) عرفة ، فإنه وبدون م)مثلاً( الجزء الحقيقي فقطv يمكننا إيجاد 

dz
df باستعمال   

y
ui

x
u

x
vi

x
u

dz
df

∂
∂−

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂=

      
 

   فقط تمكن من ذلك أيضاً باستعمال vوأيضا معرفة 

x
vi

y
v

x
vi

x
u

dz
df

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂=
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  .f(z) فقط دون معرفة f(z)ويجب الالتفات الى ذلك في حالة طلب مشتقة 
  ففي المثال السابق

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) [ ]
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iyxie
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eyeexieeie
yiyyeyiyxieyiyie

yiyyyeyixyxeyiye
yeyyeyxe-iyyeyxeye

y
ui

x
u

x
vi

x
u

dz
df

z

iyx

iyx

iyxiyxiyx

xxx

xxx

xxxxxx

−=
+−=
−−=

+−=
−+−−−=
−++−+=
−++−=

∂
∂−

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂=

−

+−

+−

−−−−−−

−−−

−−−

−−−−−−

1    
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sincossincos sincos    
sincoscossincossin     

  cossincos  cossinsin     

 
  f(z)هو ما يمكن التأكد منه بتفاضل و

 f(z) = i z e-z + i A 
f ′(z) = i (-z e-z +e-z) + 0 

                   = i e-z (1-z)    وهى نفس النتيجة.  
   ريمان في الصورة القطبية – معادلتي كوشي ٦-٢

Cauchy-Riemann equations in polar form 
         ستعمال الصورة القطبية للمـتغير المركـب وهـي        في كثير من الحالات يكون من الأفضل ا       

z = r eiθ . وبالتالي فيجب تعديل المعادلات من(x,y) إلي (r,θ)  
  ريمان في الصورة القطبية هما- معادلتي كوشي١-٢عارض 

θθ ∂
∂−=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂ u

rr
vv

rr
u 1         ,         1  

  :الإثبات
 إلي  (x,y) إثبات هذين المعادلتين يتم بعملية تحويل فقط للمعادلات الأصـلية مـن             

(r,θ)باستعمال   
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x
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  كالتالي

 (1)                                            sin1cos      
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  كذلك
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  كذلك

 (3)                                            sin1cos      
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  كذلك

 (4)                                            cos1sin      
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  وبالتالي فإن

θ
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θθ
θ
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  ون فإنه لابد أن يكcos θ, sin θومن استقلال الدوال 
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  :ملاحظة
(i)معادلة لابلاس في الصورة القطبية هي   

01 1
2

2

22

2
2 =

∂
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∂
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∂
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θ
ψψψψ
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  . تحققان معادلة لابلاس في الصورة القطبية v(r, θ) وu(r, θ)ومن اليسير إثبات أن 
  

  ٦-٢مثال 
  +n∈N دالة تحليلية حيث w = znاثبت أن   

  الإثبات
 والحصول n(x+iy) فإن فك المقدار z = x + iyالصورة الكارتيزية نلاحظ أنه إذا استعملنا 

  z = r eiθ أمر صعب ولكن باستعمال الصورة القطبية فإن الأمر أيسر بكثير حيث v,uعلى 
  zn = rn eiθ = rn (cos n θ + sin n θ)    فإن 

  وبالتالي فإن
  u = rn cos n θ 

v = rn sin n θ 
  وبالتالي فإن

( )

θ
θ

θ

θ
θ

θ

nrnu

nrnn
r

u

nnru

nnr
r
u

n

n

n

n

cos

cos 1

sin

,cos

2
2

2

2
2

2

1

−=
∂
∂

−=
∂
∂

−=
∂
∂

=
∂
∂

−

−

 

o b e i k a n d l . c o m



                                    .                                                                                                                                      الاشتقاق: الباب الثا�ي

64 

  وبالتالي فإن

( )
0                                

  cos  cos  cos111 2222
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−+−=++ −−− θθθθθ nrnnnrnrnnu
r
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u nnn
rrr  

  2v=0∇ وبالمثل يمكن إثبات أن 2u=0∇أي أن 
   دالة تحليليةw = zn دوال توفيقية أي أن u,vوبالتالي فإن 

   ٧-٢مثال 
   دالة تحليلية فإنf(z)=u(r,θ)+iv(r,θ)اثبت أنه إذا كان   
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  الإثبات
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  وكذلك فإن
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  وبالتالي فإن
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   ٨-٢مثال 

أوجد   
dz
df  في حالة n ∈ N+     ,      f(z)=zn  

  الإثبات
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)أي أن  ) 1 −= nn znz
dz
d  n ∈ N+   ,  .   
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  ٩-٢مثال 
) وكان z في مستوى R دالة تحليلية في منطقة f (z)اثبت أنه إذا كانت  ) 0=zf 

z ∈ℜ , ثابت( فإن (f (z) = α.   
  

  الإثبات
   دالة تحليلية فإنf (z)ا أن بم  

x
v

y
u

y
v

x
u

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂      ,      

)ولكن  ) 0=zf ..  0          أي أن=
∂
∂+

∂
∂

x
vi

x
u  

=0وهذا معناه أن 
∂
∂

x
u ..   أي أنu=f1(y)  

=0       وكذلك
∂
∂
x
v ..   أي أنv=f2(y)  

=0 ان يكون ريم-ولكن من معادلتي كوشي
∂
∂
y
v  ..  أي أنu=f3(x)  

=0وكذلك 
∂
∂

y
u ..   أي أنu=f4(x)  

  ولا يمكن أن يكون ذلك إلا إذا كان
α1 =  ثابت =u  
α2 =  ثابت =v  

  

  f(z) = α: وبالتالي فإن      ثابت
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  ١٠-٢مثال 
 f(z) فـإن  u = α:  فاثبت إنه إذا كان ثابـت R دالة تحليلية في f(z)إذا كانت 
  .تساوي ثابت أيضاً

  الإثبات
   فانR دالة تحليلية في f(z)بما أن   

   
x
v

y
u

y
v

x
u

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂      ,      

=0 فان   u = αولكن  
∂
∂
y
v    ..  أي أن v = f1(x)   

=0       وكذلك 
∂
∂
x
v   ..  أي أن  v = f2(y)  

  v= ولا يمكن ذلك إلا إذا كان ثابت 
  f(z)= وبالتالي فإن ثابت 

  :ملاحظة
  التحليلية يجب أن f(z) فإن v = α) ثابت(والعكس صحيح أيضاً فإذا كانت 

  .تساوي ثابت أيضاً
  

  ١١-٢مثال 
 تـساوي  f(z)ن   فـإ f(z)| = α|:  وكان ثابتR دالة تحليلية في f(z)إذا كانت 

  .ثابت أيضاً
  الإثبات

  f(z) فلا بد أن..  دالة تحليلية  

   
x
v

y
u

y
v

x
u

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂      ,      

  f(z)| = α ⇐    u2 + v2 = α2|   ولكن
   u2 = α2 - v2    أي أن 
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  : وبالتالي

   
(2)                         22u  

(1)                          22

y
vv

y
u

x
vv

x
uu

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂−=

∂
∂

 

   فإنv في (1)بضرب 

x
vv

x
uuv

∂
∂−=

∂
∂ 2          (3) 

  إن فu في (2)بضرب 

y
uu

y
vuv

∂
∂−=

∂
∂ 2          (4) 

   فإن(4) من (3)ريمان وطرح  -ولكن باستعمال معادلتي كوشي

( ) 022 =
∂
∂+

y
uvu  

=0  فإن u2+v2 = α2 ≠ 0ولكن  
∂
∂

y
u   وبالتالي فإن  u = f1(x)  

=0     كذلك فإن 
∂
∂
x
v     أي أنv = f2(y)  

   فإننا نصل إلى v في (2) وضرب u في (1)إنه بضرب وبالمثل ف

   
(6)                           

(5)                          

2

2

y
uuv

y
vv

x
vuv

x
uu

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂−=

∂
∂

 

   فإن(6) و (5)وبجمع 

    ( ) 022 =
∂
∂+
x
vvu  

=0  أي أن
∂
∂

x
u  ..       وبالتاليu = f3(y)  
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=0كذلك بأن    
∂
∂
y
v..     أي أنv = f4(x)  

  ك إلا إذا كانولا يمكن أن يحدث ذل
  u = α1) ثابت(
  v = α2) ثابت(

  . دالة ثابتةf(z)أي أن   
  

  ١٢-٢مثال 
 دالة تحليلية w = v + iu وكان R  دالة تحليلية في f(z) = u + ivإذا كانت 

  .α:   ، ثابتf(z) = α: فأثبت أن .. أيضاً 
  الإثبات

  f(z) = u + iv أي أن..  دالة تحليلية  

   
(2)                                      

(1)                                         

x
v

y
u

y
v

x
u

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

 

  فلا بد أن..  دالة تحليلية أيضا w = v + iuوكذلك 

(3)                                         
y
u

x
v

∂
∂=

∂
∂  

   (4)                                      
x
u

y
v

∂
∂−=

∂
∂  

02 فإن  (4) و (1)من  =
∂
∂
y
v  ..    أي أنv = f1(x)  

=0 وكذلك   
∂
∂

x
u  ..      أي أنu = f2(y)  

02 فإن  (3) و (2)من  =
∂
∂

y
u  ..    أي أنu = f3(x)  
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=0 وكذلك   
∂
∂
x
v  ..       أي أنv = f4(y)  

  ولا يمكن أن يحدث ذلك إلا إذا كان
  u = α1) ثابت(
  v = α2) ثابت(

   .f(z)=α) ثابت(أي أن   
  

  :١٣-٢مثال 
 f(z)أن  دالة حقيقية فإن ذلك معناه f(z) وكانت R دالة تحليلية في f(z)إذا كانت 

  .دالة ثابتة
  :الإثبات

   دالة تحليلية فيجب أن يكون f(z)كالمعتاد فإن 

    
     

  

x
v

y
u

y
v

x
u

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

 

  v = 0أي أن ..  دالة حقيقية f(z)ولكن 

=0وبالتالي فإن   
∂
∂

x
u  ..    أي أنu = f1(y)  

=0 وكذلك   
∂
∂

y
u  ..    أي أنu = f2(x)  

   ثابتu = αهذا لا يمكن حدوثه إلا إذا كان و
  . دالة ثابتةf(z)أي أن 

  
  ١٤-٢مثال 

  أيضاً دالة تحليلية فإن ذلك لا يحدث f(z) وكان R دالة تحليلية في f(z)إذا كانت 
  . ثابتةf(z)الا اذا كانت 
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  الإثبات
  f(z) = u + iv أي أن..  دالة تحليلية  

   
(2)                                      

(1)                                         

x
v

y
u

y
v

x
u

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

 

  فلا بد أن..  دال تحليلية f(z) = u - ivك وكذل

  
(4)                                           

(3)                                         

x
v

y
u

y
v

x
u

∂
∂=

∂
∂

∂
∂−=

∂
∂

 

02 فإن  (3) و (1)من  =
∂
∂

x
u  ..    أي أنu = f1(y)  

=0  وبالتالي   
∂
∂
y
v  ..      أي أنv = f2(x)  

02 فإن  (4) و (2)من  =
∂
∂

y
u  ..    أي أنu = f3(x)  

=0 وكذلك   
∂
∂
x
v  ..      أي أنv = f4(y)  

  . دالة ثابتةf(z)  أي أن v = α2  وu = α1 ولا يمكن أن يحدث ذلك إلا إذا كان 
  

  ١٥-٢مثال 
 f(z)فلا بد أن تكون ..  دالة تحليلية أيضاً |f(z)| دالة تحليلية وكان f(z)إذا كانت 

  .ثابتة
  الإثبات

  f(z) = u + iv إذاً..  دالة تحليلية  
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(2)                                      

(1)                                         

x
v

y
u

y
v

x
u

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

 

) والآن  ) 22 vuzf   إذاً) .. وهي دالة حقيقية أيضاً(  دالة تحليلية =+

   
0

0

22

22

=+
∂
∂

=+
∂
∂

vu
y

vu
x  

+=α) ثابت(أي أن  22 vu   
  

   1α= v  و1α= u   فإنه لابد أن يكون  |z(f( |=α) ثابت( حيث أن ١١-٢ومن المثال 
  .أي دالة ثابتة.. f(z) = βأي أن 

  
  ١٦-٢مثال 

  |f(z) = |z(z-1)اثبت أن الدالة 
  .غير تحليلية في أي مكان

  الإثبات
   دالة حقيقية فقط f(z) = uبما أن    

  ولكن .. ١٣-٢فإذا افترضنا أا دالة تحليلية فإا يجب أن تكون ثابتة طبقا لما أثبتناه في مثال 
 

  
( )

( ) 2222 1.             

11

yxyx

zzzz

+−+=

−=−
 

  أي أن المطلوب أن 
  α2 = [2 + y2(x – 1)](x2 + y2)  ثابت   
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 x2+y2 = تفي ذه العلاقة الماضية فإذا وضعنا ثابت         y وx   ولا يمكننا أن نوجد علاقات بين       
وهـذا تعـارض     .. 2+y2(x-1) =فإننا نحصل على علاقة دائرة أخرى ثابت        ) علاقة دائرة (

                 كــن ولا نــستطيع ايجــاد علاقــة حقيقيــة بحيــث نجعــلوالعكــس أيــضا غــير مم
x2+y2=0   أو (x-1)2+y2=0 ..        وهذا تعارض أي   .. وبالتالي لا يمكن تحقيق هذه العلاقة

فان الدالـة غـير     .. وحيث أننا لا نستطيع إيجاد ولو حالة واحدة         ..  دالة غير تحليلية     f(z)أن  
  .تحليلية في أي مكان

  
  ١٧-٢مثال 

  w = z3إذا كانت 
  w – dw     ,      dw   , ∆w∆فأوجد  

  :الحل
   ∆w = f(z + ∆z) – f(z) 
         = (z + ∆z)3 – z3 
         =z3 + 3z2∆z + 3 z(∆z)2 + (∆z)3 – z3 
   ∆w = 3z2∆z + 3z(∆z)2 + (∆z)3 

  وكذلك
   w = z3 
   dw = (3z2) dz 

  )z=dz∆حيث  (w∆وهي كما نلاحظ الجزء الأساسي في علاقة 
  والآن

   ∆w – dw = 3z (∆z)2 + (∆z)3 
       = (3z ∆z + (∆z)2) ∆z 
       = ∈ ∆z 

  z→0∆ عندما 0→∋ونلاحظ أن 

→0وبالتالي فإن  
∆
−∆
z
dww عندما ∆z→0  

  .z∆ كميات منتهية الصغر ولكنها في رتبة أعلى من w-dw∆وهذا يعني أن 
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  Derivatives of elementary functionsة   اشتقاق الدوال الأولي٧-٢
 والدوال التي تسمى المثلثية والدوال الأسية znمازلنا نطلق على الدوال المعتادة مثل 

ولا مفاجآت في .. والدالة اللوغاريتمية والدوال الزائدية ودوالها العكسية أيضاً بالدوال الأولية 
فجدول الاشتقاق مشابه تماماً لمعلوماتنا السابقة . .اشتقاق هذه الدوال في حالة الدوال المركبة 

  .والأمثلة التالية فيها بعض الإثباتات.. 
   

  ١٨-٢مثال 

)   أثبت أن   ) zz ee
dz
d =  

  :الإثبات
  ez = ex+iy = ex eiy = ex (cos y + i sin y) 

  وبالتالي فإن
  u = ex cos y 
  v = ex sin y 

  ) ..سير إثبات ذلكمن الي(وهى دالة تحليلية 

( )

z

iyx

x

xx

z

e

ee

yiye

yieye
x
vi

x
u

dz
de

=

=

+=

+=
∂
∂+

∂
∂=

        

        

sincos        

sincos        

 

)  إذن ) zz ee
dz
d =  

  
  ١٩-٢مثال 

)    إثبت أن    ) zz
dz
d cossin =  
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  :الإثبات

i
eez

iziz

2
sin

−−=  

( ) ( )
z

i
eeieie

i
z

dz
d iziz

iziz

cos                
22

1sin

=

+=+=
−

−
 

)      إذن  ) zz
dz
d cossin =  

  
  ٢٠-٢مثال 

أثبت أن   
z

z
dz
d 1ln =  

  الإثبات
     w = ln z ⇒ z = ew 

  وبالتالي فإن

ze
dw
dz w ==  

  وبالتالي

z
dw
dzdz

dwz
dz
d 11ln =

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

==  

 فهي صالحة لكل w = ln zوهذه النتيجة صحيحة بغض النظر عن القيمة التفرعية للدالة 
  .(z = 0)ولكن التفاضل غير موجود عند نقطة التفرع .. الفروع 

  
  ٢١-٢مثال 

   اثبت أن    
2

1

1

1sin
z

z
dz
d

−
=−  
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  الإثبات
  من تعريف الدالة

 )1ln(1sin 21 ziz
i

z −+=−  

  وبالتالي

2

2

2

22
1

1

1.
1

11                  

1
.

1

11sin

z

ziz

zizi

z

zi
zizi

z
dz
d

−

−+−

−+
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−+
=−

 

  

2

2

2

2

1

1                  

1

)1(.
)1(

1                  

z

z

zizi

zizi

−
=

−

−+

−+
=

 

  .وهذه القيمة للتفاضل صالحة لكل فروع الدالة
  

  ٢٢-٢مثال 

)اثبت أن  ) 1 −= αα α zz
dz
d  حيث α∈C  

  
  الإثبات

  بوضع الدالة  

   zz eez lnln αα α
==  

)        تاليوبال ) ( )ze
dz
dz

dz
d ln αα =  
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  وبالتالي 

     

( )
( )

1

ln

              

1.             

1. 

−=

=

=

α

α

αα

α

α

α

z
z

z

z
ez

dz
d z

 

)  إذن  ) 1 −= αα α zz
dz
d  

  .وهذا القانون صالح لكل تفرعات الدالة إذا وجدت هذه التفرعات
  

  ٢٣-٢مثال 
  z-1(z + 1)أوجد مشتقة 

  الحل
قيقية ففي هذه الحالة يحق لنا استعمال طرق الاشتقاق التي تدربنا عليها للدوال الح  

  w=(z+1)z-1نضع 
  ln w = (z – 1).ln(z+1)وبالتالي فإن 

)  وبالتالي فإن  ) ( )1ln
1

1.11 ++
+

−= z
z

z
dz
dw

w
  

)         وبالتالي فإن  )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++

+
−= 1ln

1
1 z

z
zw

dz
dw  

)    أي أن ) ( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++

+
−+=+ −− 1ln

1
111 11 z

z
zzz

dz
d zz  

  
  :حل أخر

( ) ( )

( ) ( )1ln1

1ln1

    

1
1

+−

+−

=

=+=
−

zz

zz

e

ezw
z
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  :وبالتالي
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++

+
−=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++

+
−= +−

1ln
1
1       

11ln
1

11.1ln1

z
z
zw

z
z

ze
dz
dw zz

 

  .هي نفس النتيجة السابقةو
  

  ملاحظة هامة
كما سبق فإن تعريفات الدوال الأولية واشتقاقها يتبع نفس الشكل الذي تعارفنا عليه             
للدوال الحقيقية مع الأخذ في الاعتبار طبيعة بعض الدوال التي هي عديدة القيم وتفاضلها أيضاً               

 يجب الانتباه دائما إلى أن التفاضـل        كما.. ربما تكون دوال عديدة القيم فيجب الانتباه لذلك         
  .غير موجود عند نقاط التفرع

  . والجدول التالي يوضح الدوال الأولية واشتقاقها
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1lnlog.10

1,0 , loglog.9

cotcsccsc.8

tansecsec.7

csccot.6 2

 

dz
du

u
u

dz
d

dz
du

u
u

dz
d

dz
du

u
u

dz
d

dz
duee

dz
d

dz
duaaa

dz
d

uu

uu

⋅
+

=

⋅
−

−=

⋅
−

=

⋅=

⋅=

−

−

−

2
1

2

1

2

1

1
1tan.15

1
1cos.14

1
1sin.13

.12

ln.11

 

 )١-٢جدول(
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  Singular Points النقاط الشاذة ٨-٢
 في أن تكون دالة تحليلية يقال عليهـا نقـاط شـاذة             f(z)النقاط التي تفشل عندها     

Singular Points .. وهذا عرض موجز بأنواع النقاط الشاذة:  
  
 Isolated Singularities الشواذ المعزولة    ١-٨-٢

 إلا نقطـة شـاذة   z-z0|=δ|ئرة  بحيث لا تحتوي الداδ > 0إذا ما استطعنا إيجاد 
 Isolated يقال عليها بالنقطة الشاذة المعزولة z=z0فإن  .. z=z0 عند f(z)واحدة للدالة 

Singularity.  
يقال على  )  أي نقاط شاذة   z-z0|=δ|إذا لم تحتوي الدائرة     (وعلى النقيض من ذلك     

  .Ordinary Point بالنقطة العادية أو المنتظمة z=z0النقطة 
  

  Branch Points نقاط التفرع    ٢-٨-٢
 وهي  multi-valued functionsوهي نقاط شاذة للدوال ذات القيم المتعددة        

 وعندها تكون الدالة غير تحليلية لكل التفرعات        branchesنقاط عامة لجميع تفرعات الدالة      
  على سبيل المثال.. 
  (i) ( ) ( ) +∈−= Nnzzf n  ,2

  z = 2عند  .. 1
 (ii)  f(z) = ln (z – 3 + i)    ..   عندz = 3–i  

(iii)  f(z) = ln (z2 – 1)     ..   عندz = ±1  
  
  Removable Singularities الشواذ الاعتباريون   ٣-٨-٢

  أي أن..  اية عندها f(z)وهي تلك النقاط التي للدالة 
)    إذا كان  ) ∃

→
      lim

0
zf

zz
  

 z = z0يمكن تعريف الدالة بقيمة النهايـة عنـد    وإن كانت تبدو شاذة الا أنه z = z0فإن 
على .. وبالتالي نكون قد أزلنا هذا الشذوذ ولذلك فالشذوذ هنا يمكن أن يكون اعتبارياً فقط               

  سبيل المثال 
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,0cos1lim       ,      1sinlim
00

=−=
→→ z

z
z

z
zz

 

  
  Poles الأقطاب ٤-٨-٢

مل وهي نوع مميز من النقاط الشاذة وأكثرها استعمالا وخاصة في نظريات التكا  
  :وتعرف كالآتي.. القادمة 
  Poleالقطب .. تعريف 

.  عدد محدودA وm∈N+   حيث lim (z – z0)m f(z) = A ≠ 0إذا كان 
  .m يقال عليه قطب من الرتبة z = z0فإن 

  .a simple pole فإن القطب يطلق عليه عادةً قطباً يسيراً  m=1وفي حالة 
  

  ٢٤-٢مثال 

)الدالة  )
( )( )331 −−

=
zz
zzf  

  )أو بيسر أكثر لها قطبان.. (لها نقطتان شاذتان من نوع القطب 
) لأن ( من النوع اليسير z=1القطب الأول عند  ) ( ) 01lim

1
≠−

→
zfz

z
(  

)لأن ( ومن الرتبة الثالثة z=3والقطب الثاني عند  ) ( ) 03lim 3
3

≠−
→

zfz
z

(  

ــظ أن  )لاح ) ( ) ∞→−
→

zfz
z

3lim
3

) وأن   ) ( ) ∞→−
→

zfz
z

2
3

3lim ــالي  وبالت

  .فالرتبة هنا من الرتبة الثالثة
  
  Essential Singularities الشواذ الأساسية ٥-٨-٢

النقطة الشاذة التي ليست قطباً أو نقطة تفرع أو نقطة شاذة اعتبارية يقال عليها نقطة 
  على سبيل المثال  .. essential singularityشاذة أساسية 

( )
2

1ln
−

=
z

zf  عند z = 2  ..  أو( ) izezf −=
1

وهكذا  .. z = i عند 
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فهي بالتالي نقـاط    .. فهذه النقاط لا يمكن إزالتها كما إا ليست أقطاباً وليست نقاط تفرع             
  .شاذة أساسية

  Conformal mapping التحويل المحافظ ٩-٢
   دوراً هاماً في هذا النوع من التحويلf(z)تلعب تحليلية الدالة 

  التحويل المحافظ: فتعري
 في مستوى   (u0,v0) إلى النقطة    z في مستوى    (x0,y0) تحول النقطة    f(z)لنفرض أن     

w      وأن المنحنـيين المتقـاطعين عنـد        ) ١-٢( كما هو واضح بالشكل(x0,y0)   ، S1   و S2 
12 ؛   (u0,v0)يتحولان الى المنحنين المناظرين المتقاطعين عند        مبين بشكل  كما هو    (SS   وَ

١-٢(  
  
  
  
  
  
  
  
  

  )١–٢شكل (
فإن التحويل يسمى محافظاً إذا ما حافظ على الزاوية بين المنحنيين في المقدار والحس 

magnitude and sense.  
وبالطبع يعلم القارئ أن الزاوية بين المنحنيين هي الزاوية بين المماسين لهذين المنحنيين عند نقطة               

 الزاوية من حيث الحس معناه أن اتجاه الدوران من منحنى إلى آخر             وأن المحافظة على  .. التقاطع  
والتحويل الذي يحافظ على المقدار فقط ولا يحافظ على الحـس هـو           .. لا يتغير عند التحويل     

  .isogonal mappingتحويل غير محافظ 

u 

y v

x

(x0,y0) 

(u0,v0) 

f(z)

z

S1 
S2

S1

S2

w 
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  ٣–عارض 
النقطـة   (one-to-one يكـون أحاديـا      w إلى مستوى    zالتحويل من مستوى    

إذا كانـت  )  والعكس صـحيح w تتحول الى نقطة وحيدة فى مستوى z المستوى الواحدة في 
f(z) الجاكوبيان ( دالة تحليلية وكان معامل التحويلJacobian(  

0 ≠

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

y
v

x
v

y
u

x
u

J  

  . تسمي نقاط حرجةJ = 0والنقاط التي عندها 

  ٤ –عارض 
) دالة تحليلية فإن f(z)في حالة كون  ) 2zfJ =  

  الإثبات
  R دالة تحليلية في f(z) = u + ivدع 

    أي أن

  
(2)                  

(1)                     

x
v

y
u

y
v

x
u

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

  

  .Rريمان متحققة في نفس المنطقة -وهي معادلات كوشي
  وبالتالي فإن

   22
yyyy

yy

yx

yx
uvvu

uv
vv
uu

J +=−==  

)ولكن      ) yyxx iuvivuzf −=+=  

)أي أن      ) 222
yy uvzf +=  
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)أي أن    ) 2zfJ =   
  

  ٦-٢نظرية 
  Conformal Mappingالتحويل المحافظ   
)إذا كانت      )( ) ( )zfzf  فـإن   z في مـستوى     R دالة تحليلية في منطقـة       ≠0   
  . يكون تحويلاً محافظاًw = f(z)التحويل 

  
  :الإثبات

 في  z=z0 عنـد النقطـة      Sسنثبت أولاً أنه تحت هذا التحويل فإن المماس للمنحنى          
)يدور بزاوية  zمستوى  )( )0zfArg في مستوى  w)  ٢-٢شكل(  

  
  
  
  
  
  
  
  

  )٢-٢شكل (
  

 w0 + ∆w تنتقل الى w0 فإن النقطة S على المنحنى z0 + ∆z الى z0عند انتقال النقطة من 
 هو المنحنى البارامتري z = z(t)فإذا كان ) .. ٢-٢( كما هو مبين بشكل `Sعلى المنحنى 
  .w هو المنحنى البارامتري في مستوى w = w(t) فإن zفي مستوى 

  

u 

y v

x

z0+∆z
w0+∆w 

w =f(z)

z

z0 
S 

w0

S`

w 

θo θo+α
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 هو   zوبالتالي فإن متجه المماس في مستوى       
dt
dz        وكذلك متجه المماس في مـستوى w   هـو 

dt
dw .. أي أن  

( )
dt
dzzf

dt
dz

dz
dw

dt
dw == .  

   أي أنw0 وz0  وذلك عند 

   ( )
00

0
zzww dt

dzzf
dt
dw

==
=  

وبكتابة 
0wwdt

dw

=
 بصور قطبية وكذلك 

0zzdt
dz

=
  

  
  

 ( ) oo i
o

zz

ii
o

ww
er

dt
dzzfe

dt
dw θαφρ ===

== 00

,Re,  

  
  فإننا سنجد أن

   

( )0arg     

.Re

zf

Rr
ere

o

oo

oo

i
o

ii
o oo

+=

+=
=

=

θ
θαφ

ρ
ρ φαφ

 

)      وبالتالي فإن )0arg zfoo +=θφ  

  . وهذا مجرد دورانαفالزاوية الجديدة هي الزاوية القديمة مضافة إليها زاوية محددة 

  وبالتالي
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 ودار كل منهما في z في مستوى θة  بينها زاويS2 وS1  إذا كان هناك منحنيان والآن
  )٣-٢شكل (، θ  فإن الزاوية بين المنحنيين ستظل α بنفس الزاوية wمستوى 

  
  
  

  
  
  
  
  

  )٣-٢شكل (
  ٥ –عارض 

 تكون u = α, v = β دالة تحليلية بحيث يكون w = f(z) = u + ivإذا كانت   
 zات المناظرة لها في مستوى  فإن المنحنيwالمتعامدة في مستوى ) الخطوط(شبكة من المنحنيات 

  .تكون منحنيات متعامدة أيضاً
  :الإثبات

  أي أن..  دالة تحليلية f(z)بما أن 

(2)                                         

(1)                                            

x
v

y
u

y
v

x
u

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

 

  :فإن) ٤-٢شكل (z في مستوى v(x, y) = β و المنحنى u(x, y) = αوالآن على المنحنى 
  du = 0  

0=
∂
∂+

∂
∂

dx
dy

y
u

x
u    (3)   

  dv = 0            كذلك 

u 

y v

x

S2 S`2 

z 
S1 

S`1

w 

θ 
θ 
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0=
∂
∂+

∂
∂

dx
dy

y
v

x
v    (4) 

    فإن(3)من 

y
u
x
u

dx
dy

∂
∂
∂
∂

  u(x, y) = αميل المنحنى   : =−

     فإن(4)ومن 

y
v
x
v

dx
dy

∂
∂
∂
∂

  v(x,y) = βميل المنحنى  : =−

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  )٤-٢شكل (
  ))٢(، )١(مع استعمال (وبالتالي فإن حاصل ضرب الميلين 

1.. −=
−

=
y

y

y

y

y

x

y

x
v
u

u
v

v
v

u
u  

 .أي أن المنحنيان يكونا متعامدين
  

z 

u(x,y)=α 

v(x,y)=β 

y 

x 
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 Some Examples on Conformal بعض الأمثلة على التحويل المحافظ ١-٩-٢
Mapping  

  Translation التحويل الانتقالي ١-١-٩-٢
  β ∈ C      ,      w = z + βويأخذ الصورة  
  .β  في اتجاه المتجهw إلى أشكال مناظرة في مستوى zتنتقل الأشكال في مستوى 

  

   :٢٥-٢مثال 
  .w ينتقل إلى خط رأسي في مستوى zالمحور التخيلي في مستوى 

  :الإثبات
  x = 0المحور التخيلي هو   

  u + iv = (x + iy) + β1 + i β2      ولكن 
  إذن 

      u = β1 
v = y + β2 

  
  
  
  
  
  
  
  

  )٥-٢شكل (
  
  Rotation التحويل التدويري   ٢-١-٩-٢

  وبأخذ الصورة   
    zew oi

o
θθ =ℜ∈        ,        

y 

u 

v

x

w =z+β 

x=0 β1

β2 

β
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واتجاه الـدوران    .. θo بزاوية   w الى نظيرا في مستوى      zوبذلك تدور الأشكال في مستوى      
  .θoيتبع زاوية 

  ٢٦-٢مثال 

oθ ينتقل إلى خط مائل بزاوية zالمحور التخيلي في مستوى   
π +
2

.  

  الإثبات
    zew oiθ=  

 2     والآن المحور التخيلي 
πi

erz =  

      وبالتالي 
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

= 2 
πθoi

erw  
  
  
  
  

  
  
  

  )٦-٢شكل (
  Stretching المـطّ  ٣-١-٩-٢

  a ∈ℜ     ,     w = a z  وبأخذ الصورة
  u = a x              أي أن

            v = a y 
عامـل   ومa > 1 إذا كانـت   magnification تمثل معامل تكبير aوكما هو واضح فإن 

  a<1>0تصغير إذا كانت 
  

u 

y 
v

x

zew oiθ= θo 
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  ٢٧-٢مثال 
  .a > 0 و w = a z عندما يكون w| = a| تنتقل إلى الدائرة z| = 1|الدائرة   

  الإثبات
  z          x2 + y2 =1في مستوى   
  u = a x   ,   v = a y          وكذلك
  u2 + v2 = a2(x2+y2) = a2                                                            أي أن

             
  ).٧-٢شكل   .. (aأي دائرة نصف قطرها 

  
  
  
  
  
  
  

  )٧-٢شكل (
  
  Inversion العكس ٤-١-٩-٢

  وتأخذ الصورة
z

w 1=  

  
  ٢٨-٢مثال 

 تنتقل الى دائرة z| = r|الدائرة 
r

w 1=  

  w| > 1|خارج القرص   تنتقل إلى z| < 1|والقرص 

u 

y v

x

a
w = a z

1
x2+y2=1 a > 1 
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  الإثبات
  الإثبات مباشر لأن

          
z

w 1=  

 فإن z| = r|فبالتالي إذا كان 
r

w 1=  

  )٨-٢(كما هو مبين بشكل    w| > 1|   فإن z| < 1|وإذا كان 
  
  
  
  
  
  

  
  )٨-٢شكل (

  
  ).عكس الأشكال(وهذا يعطي معنى العكس 

  
  Linear Transformationل الخطي  التحوي٥-١-٩-٢

  w = αz + β                                 ويأخذ الصورة  
      

u 

y v

x

z
w 1=  

  أي أن

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

α
β

α
α
β

α
βα

θ

θθ

aaze

aezae

zw

o

oo

i

ii

    

       ,         
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⎟ و الانتقال (a z)وهذا يعني أن هذا التحويل هو مزيج من المط 
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

α
βaaz  ثم الـدوران 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

α
βθ aaze oi .        اب الأول من هـذا     وهو بذلك يحافظ على الأشكال كما بيننا في الب

  .ويعتبر هذا إثبات أخر لهذه المسألة.. الكتاب 
  
  Bilinear Transformation مزدوج الخطية    ٦-١-٩-٢

ويأخذ الصورة   
δγ
βα

+
+=

z
zw  

  αδ - βγ ≠ 0    حيث
بما فيها المستقيمات التي هي دوائر ذات نصف قطر لا (وهذا التحويل يحافظ على شكل الدوائر 

  .وهي أيضاً مزيج من المط والانتقال والدوران والعكس) .. ائي
  

  ٢٩-٢مثال 
  .التحويل المزدوج الخطية هو مزيج من المط والانتقال والدوران والعكس  

  الإثبات
  : كالآتيwبإعادة كتابة   

( )δγγ
αδβγ

γ
α

δγ
βα

+
−+=

+
+=

zz
zw  

 تمثل مط وانتقال وبالتالي فإن γz + δوبالتالي فإن  .. βγ - αδ ≠ 0حيث  
δγ
αδβγ

+
−

z
 

تمثل عكس ودوران وإضافة 
γ
αتمثل انتقال آخر .  

  
  ٣٠-٢مثال 

عامة للـدائرة في    التحويل المزدوج الخطية يحافظ على شكل الدوائرعلما بأن المعادلة ال           
+++=0    هوzمستوى  CzBBzzAz 
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  B ∈C  وA, C∈ℜ+    حيث 
  . تصبح المعادلة معادلة خط مستقيمA=0وفي حالة 

  :الإثبات

" العكس"لو أخذنا هذه المعادلة العامة للدائرة واستعملنا 
z

w  أي أن =1
w

z 1= 

  فإن

0

0111.1

=+++

=+++

wCwwBwBA

C
w

B
w

B
ww

A  

وكذلك لو استعملنا علاقـة الـدوران        .. wوهي بشكل عام معادلة دائرة أيضاً في مستوى         
zew i 0θ= ..  أو استعملنا علاقة الانتقالw = z + β   أو علاقـة المـط w = a z .. 

  .wفجميعها توصل الى معادلة دائرة فى مستوى 
  .مزيج من ذلك كله يحافظ على الشكل الدائريوبالتالي فتحويل مزدوج الخطية والذي هو 

  ٣١-٢مثال 
 ,z1ولـيكن   (zأثبت أن تحويل مزدوج الخطية يحول ثلاث نقاط بعينها في مستوى   

z2, z3 ( إلى ثلاث نقاط بعينها في مستوىw)  وليكنw1, w2, w3 (  على الترتيب بما فيهـا
  .∞النقطة عند 

  :الإثبات
   فإن٢٩-٢على ضوء المثال   

   ( )δγγ
αδβγ

γ
α

+
−+=
z

w  

  وبالتالي فإن

( )

( )

( )

( ) (4)                                   :

(3)                                    :

(2)                                    :

(1)                                     :

4
444

3
333

2
222

1
111

δγγ
αδβγ

γ
α

δγγ
αδβγ

γ
α

δγγ
αδβγ

γ
α

δγγ
αδβγ

γ
α

+
−+=→

+
−+=→

+
−+=→

+
−+=→

z
wwz

z
wwz

z
wwz

z
wwz
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  وبالتالي فإن

( )
( )( ) (5)                                            

  11

21

12

21
21

δγδγ
γ

γ
αδβγ

δγδγγ
αδβγ

++
−−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
+

−=−

zz
zz

zz
ww

 

  وبالمثل
( )

( )( ) (6)                           
32

23
32 δγδγ

γ
γ
αδβγ

++
−−=−

zz
zz

ww  

   فإنw4→z4ولو هناك نقطة رابعة 
( )

( )( )
( )

( )( ) (8)                                

(7)                                

43

34
43

41

14
41

δγδγ
γ

γ
αδβγ

δγδγ
γ

γ
αδβγ

++
−−=−

++
−−=−

zz
zz

ww

zz
zz

ww
 

 :ونلاحظ الآتي
( )( )
( )( )

( )( )
( )( )
( )( )
( )( )4321

3241

3412

2314

4321

3241

                                  
zzzz
zzzz

zzzz
zzzz

wwww
wwww

−−
−−

=

−−
−−

=
−−
−−

 

)أي أن النسبة  )( )
( )( )4321

3241
zzzz
zzzz

−−
 لا تتغير تحت التحويل مزدوج الخطية وهي لذلك −−

  .وهي خاصية من خواص تحويل مزدوج الخطية. Cross ratioتسمي بالنسبة الضربية 
 وهناك علاقة ثابتة لا يوجد فيها هذه البارامترات α,β,γ,δوحيث أن التحويل به أربع مجاهيل 

فباعتبار النقطة .. شكل فريد وبالتالي فمن الممكن تحويل ثلاث نقاط الى ثلاث أخرى ب.. 
   فإنw4=w, z4=zالرابعة نقطة عامة 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( ) ratio cross

213

321

213

321 =
−−
−−

=
−−
−−

zzzz
zzzz

wwww
wwww  

  . نحصل على المعادلة المطلوبةwوبالتالي فبحل المعادلة في 
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  ٣٢-٢مثال 
  . بالترتيبw = 0, -i, -1 إلى z = i, 1, 0أوجد مزدوج الخطية التي تنقل النقاط   

  الحل
   فإنباستخدام النسبة الضربية  

  

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

1
1          

12
1

11

10
1

1
10

2

2

+−
−−=

−−=++−
−−=−+−

−−+=−

−−
−=

++
+−−

iz
izw

iziizizw
iziiziziw

iziwziw

iz
iz

iw
iw

 

 
  ٣٣-٢مثال 

⎟⎟اثبت أن التحويل    
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
o

oi
zz
zzew θ يحول نصف المستوى العلوي في مستوى 

z إلى القرص الدائري |w|<1 بحيث يتحول المحور الأفقي إلى الدائرة |w|=1 . حيثz0 أي 
  .zنقطة معلومة في نصف المستوى العلوي في مستوى 

  :الإثبات

)     أن بما )
( )o

oi
zz
zzew

−
−

= θ  

      فإن 
o

oi
zz
zz

ew
−
−

= θ  

  بالتالي..   eiθ| = 1|ولكن   

o

o
zz
zz

w
−
−

=  
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 تكون في النصف الأسفل وبالتالي فإن zفإن  .. z في النصف العلوي من مستوى z0وبوقوع 
00 zzzz  0zوبالتالي ( على المحور الحقيقي z0ما تقع  ويحدث التساوي عند−>−

  .وبذلك يثبت المطلوب) .. أيضاً
  

  ٣٤-٢مثال 

أثبت أن التحويل   
1

,1
−
−=<
z

zew i
α

αα θ  

  w| = 1|  إلى z| = 1|   (i)يحول 
      (ii)   القرص   |z| < 1  إلى القرص  |w| < 1   

  :الإثبات
(i)   بوضع z = eiψ   وα=beiλ , b < 1  

  بالتالي

     

1
      

1

−

−
=

−
−

=

− ψλ

λψ

θ
α

α

ii

ii

i

ebe

bee

z
z

ew

 

  أي أن
( ) ( )

( )( ) ( )
( )
( )

1        
cos21

cos21
        

sin1cos

sinsincoscos

2

2

222

22
2

=
−−+

−−+
=

−+−−

−+−
=

λψ
λψ

λψλψ
λψλψ

bb

bb

bb

bbw

 

  w| = 1|إذن 
  

(ii) بوضع z = r eiψ , r < 1فإن   
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  ( )
( ) B

A
rbbr
rbbrw =

−−+
−−+=
λψ
λψ

cos21
cos2

22

222  

  والآن
  B-A = r2b2 + 1 – r2 – b2 
                              = (1-r2) (1-b2)      ,     r < 1   ,   b < 1> 0 

  B > A                  أي أن
  w|2 < 1 ⇒  |w| < 1|            وبالتالي فإن

  Fixed Points النقاط الثابتة ٧-١-٩-٢
 Fixed تسمى بالنقاط الثابتة للتحويل w = zلعلاقة النقاط التي تحافظ على ا

Points of Transformation  
  ٣٥-٢مثال 

أوجد النقاط الثابتة للتحويل   
4
52

+
−=

z
zw  

  الحل
   فإنw = zبوضع     

     
4
52

+
−=

z
zz  

  z2+4z=2z-5          أي أن
  z2+2z+5=0          أي أن

  z1 = -1 + 2i      وهذه المعادلة تعطي النقطتان
z2 = -1 – 2i   
  ــــــــــــــ

   ٢–تمرينات 
  .٥٤ ص ١-٢ أثبت أن اشتقاق الدوال الأولية كم هو مبين في جدول  )١(
  . دالة غير تحليلية في أي مكانf(z) = |z|2 أثبت أن الدالة  )٢(
) أثبت أن الدالة  )٣( )zfw   . دالة غير تحليلية في أي مكان=
) واشتقاقها f(z) دالة توافقية ثم أوجد مرافقتها والدالة u = 2x(1-y) أثبت أن  )٤( )zf  
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  ) f(z) = iz2 + 2zالإجابة     (
) فأوجــد u = x2 – y2 – 2xy – 2x + 3y إذا كانــت  )٥( )zfحيــث                 

f(z) = u + iv .  
  كل مكان تأكد من أن الدوال الآتية تحليلية في  )٦(

( )
(ii)                                cos

(i)                         
2

2

z

ezf z=  

  )٤( بأحد الدوال الآتية وأعد المطلوبات في المسألة u بدل الدالة  )٧(
u = 3x2y + 2x2 – y3 – 2y2    (i) 
u = 2xy + 3xy2 – 2y3   (ii) 
u = x ex cos y – y ex siny (iii) 
 

)   وf(z)   أوجد مرافقتها والدوال v = -e-2xy cos (x2-y2) إذا كانت  )٨( )zf.  

) أثبت أن  )٩( ) ( )zzeze
dz
d zz sincossin +=  

باستخدام 
x
w

dz
dw

∂
∂=  

)أثبت أن  )١٠( ) ( )
( )zf
zfzf

dz
d =ln  

 التي تجعل aأوجد قيمة  )١١(
iz

azw
−
−=     الى الـدائرة z| = 1| تحول دائرة الوحـدة  1

|w| = R.   
  )a = -i وR = 1 :  الإجابة(

  (i,1,1-)  الي (i,0,i-)ل مزدوج الخطية الذي يحول النقاط أوجد تحوي )١٢(

): الإجابة( )1
1
+
−=

zi
zw(  
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أوجد التحويل  )١٣(
0

0
zz
zzew i

−
−

= θ    الـتي تحـول z = iالي  w = 0  وكـذلك       

z = ∞ إلي w = -1.                                            )الإجابة :
zi
ziw

+
−=(  

أثبت أن  )١٤(
w
waz

−
+=

1
1ln2

π
        وy = a  تحول الشريحة الأفقيـة المحـصورة بـين    

y = - a   إلى داخل دائرة  الوحدة |w| = 1.  

أثبت أن   )١٥(
z

zw     يحول=+1

)i(  الخطarg z = a حيث 
2
π<a إلى قطع زائد في مستوى w.  

)ii( y > 0  ,  |z| > 1    إلى المنطقةv > 0.  
 ـ w = cosh zاثبت أن  )١٦(         دالة تحليلية ومن ثم أوجد صورة المستطيل المحـدود بـ

x = 0, a و  y = 0,b.  
  :أوجد مشتقات الدوال الآتية )١٧(

( ) ( )( ) (i)       12sin    (ii),      23
2
3lnf(z) 21-2 −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+−= zzfizzz  

)الإجابة  ) )(    /12sin2   ),(       
23

1 21
2

izzzii
izz

−−
+−

−  

  :أوجد المشتقة الثانية للدوال )١٨(
f(z) = sinh (z + 1)2   (i) 
f(z) = (z)z+i    (ii) 

  أوجد النقاط الشاذة للدوال )١٩(

( ) ( )

( )

( ) )(                  )1z(                             ,0

)(                        1sin                                  0

)(                      3zln                    3,0

2

1-

2

iiiziz

ii
z

z

i
z

iizz

+±=

=

+−==
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  فاثبت أن    f(z) = u + ivإذا كانت  )٢٠(

( )

( ) (ii)                                      
2

,
2

2

(i)                                
2

,
2

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

zizivzf

Czizuzf
 

) والتي تحقق أن f(z)أوجد الدالة التحليلية   )٢١( )( ) 22 343Re yyxzf −−=  
   وf(1 + i) = 0   الإجابة    (f(z) = z3 + 2iz2 + 6 – 2i)  

 فأثبت أن (r,θ) دالة تحليلية في الصورة القطبية w = f(z)ذا كانت إ )٢٢(

r
we

dz
dw i

∂
∂= − θ  

  : دالة تحليلية فأثبت أنf(z) = u + ivإذا كانت  )٢٣(

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂+

∂
∂+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂−

∂
∂=

y
v

x
ui

x
v

y
uw  

  .دالة تحليلية أيضاً
  (ρ, η)ريمان لنظام المحاور -أوجد معادلتي كوشي )٢٤(

  x = eρ cosh η    ,      y = eρ sinh η   حيث
إذا كانت معادلة الشحنة في دائرة كهربية خطية مكونة من مصدر للجهد الكهربي  )٢٥(

Eocoswt ومقاومة R ومكثف C وممانعة L هي   

wtEQ
C

QRQL o cos1 =++ &&&  

أثبت أن حل هذه المعادلة هو 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

=

wC
wLiRiw

eEQ
iwt

o
1

Re  

 وأفترض أن Eo eiwtيمكنك إعادة كتابة الطرف الأيمن من المعادلة كالآتي : مساعدة
  .A ثم أوجد Aeiwtالحل في صورة  

 ــــــــــــــ

o b e i k a n d l . c o m




