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في19الحلول:الثالثالفصل

ءودلو*صحيحةأعدادوجودنستنتجالسؤالفرضمن.أ

أنيقتضيهذاء.=إ-سس=أ-"ولح=أ-ءوممبحيث

ءطه-1!م(=+1()لميم!م()1+)1+أ-

xz+ح!) + yz) + r (x + y+2)*!لr+=33*!ح!ل

3ح?اأ-أنذلكمننستنتج

الآتية:الصيغب!حدىكتابتهيمكنيزعددأي2.

4.لم,,3+412+41,1+41

ف!ني)،4=أ+كان!اذا2.4*(*ا)3+ف!ني)،4=إذاكان

+43+2n=81+1612241+)3ثمومن )*.nي)41=3+كانإذا

كانإذالكن.4ايز(يز2+)3ثمومنقى2+3=16لم2+24لم12+ف!ن

فالعددلذا،فرديعدد16122n+3=1612+161+7=3+ف!ن+2+41=

لذا.4علىالقسمةيقبلولا2علىالقسمةيقبلزيز(ي2+)3

ي).!،24+كانإذاوفقطإذا14*(*2+)3

الآتية:الصيغإحدىيأخذأنيمكنيزعددأيأنأولألاحظ3.

أنفلابد5ا3nأ-كانإذا.5لم1+51,.2+51.,4+513+51

إنحيث،2.3+الصيغةعلىيزتكون
(1+2*33 - *2 + *3 -1 = *3) -1)( n251+1و n،إذأ

1-251 3n3 - n2 + 3 n.

العلاقةمنمباشرةينتجالإثبات4.
5n3) 7+ m)-3n5( +6m) =71m.

o b e i k a n d l . c o m



الأعدادنظريةفيمسائل29!!

36+15139)63(+15)39(و73+15183)73(+15)83(أنلاحظ5.

نأبما.

63 + 39 = ) +6 (9 +54-36) 81( =33 x5x7

73 +83 = +7)(894) - +56(64 = 5x9X71

.645143+745+845+459ثمومن745143+845و645143+459إذأ

نأنجدالحدينذاتنظريةباستخدام6.

ش7=)1+6("=ي)(سئي6)بر+ي)(سلأ6)بر

3617.ىأ-ي)6-36،إذأا6)ي)(بلأبرإنحيث

M!.-3*(=1+3*(3*)1)7.لنضع

أنيقتضي-هذا.8اقى3ثمومن+=ح!2ف!نزوجيأعددأيزكانإذا

n+أإماف!نهفرديأعددأ*كانإذاء8اكلي = 4k3+أوn = 4k.في

حالةوفي.4ايز3أ-و21يز3+أأنبسهولةنجد+=ء4+أحالة

+3=n 4kالحالتينكلتافي.2اقى3أ-و4اقى3أ+أنبسهولةنجد

8.ايكلنجدأن

أ-3*19ف!نk3=nأ+إذاكان390*اف!نnح!3=ذاكان1

9.ايكلالحالاتجميعقيإذأ90اي)3أ+ف!ني)ح!3=+2كان!اذا

nكانإذا =7kكانإذا.317*ف!ن

,2+k7,1+k7=n+47kاذاكان7.ي)اأ-3ف!ن!

الحالاتجميعفيإذأ7.ا3*أ+ف!نيأ7=حم.3+7حم.5+7حم6+

M7.ا
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في39الحلول:الثالثالفصل

نأأيك!7،ك!98ايكلإذأ،)9.8.7(أ=أنبماالآن

4.5ا3*(-31*(3*)+)1

.صحيحانعددانزيوزيحيث=ء؟قىو-?يكللنكتب8.

وءاييز"أنبما.كه=ييز؟ثمومنء-يهز-ي!أنيقتضيهذا

منا".قىف!ن=)"،ء(1يا"وأيضأبماأنيزاء.أ=)طعء(،إذأ

صحيح.عدد-ءيهز-ي!أننستنتجالحالتينكلتا

ab+أننجدء<a"2ء!ء!أنبملاحظة9. c2<.حيث

بدورههذاء.ء=؟+أنذلكمننستنتجء؟+كهمم!وحءا"+إن

يقتضيهذا".ام!إذأ"،ءا+حإنحيثء.ء+=م!؟+أنيقتضي

إذأء.=a+؟=!أنذلكمننستنتج.م!!ط!لأن؟=م!أن

2nهيالمطلوبةالأعداد ، a = n=،3؟n=صحيحعدديزحيثء

موجبء

عندمتحققةأ9اقى23+قى2+قىأ+القسمةأنأولألاحظ.15

صحيح،عددءحيث،k91+2=nالقيمبأخذإذأ.+=2القيمة

2191)أ+)ء91+2(+أنأيضأنلاحظ k91+2)3) + 2 k91+2(

الآتي:علىنحصل+قىاأ-المقداربتحليلأ.أ

-*(=أ-أ-ئ*)1(-ئ*2)1+*+...+3-ئ*+

الآتي:الشكلعلىالأيمنالطرففيالثانيالحدبكتابةنقوم
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الأعدادنظريةفيمسائل49!!

)ي2-ش+ي)3-ش+...+ي)+أ

3-)1+11+ط!)(-أ)2 -1( +... =ي)(2-ش-)1+ي،(n-ش(+

1(-3 -1( +... +)n n(2-ش1(+- -1( =ي)(n-ش(+

مننستنتجثمومن+قى2++قىا+...+قى+أيقسم+أ-أنيقتضيهذا

ا-+قى.-أيقسميز(-2)1أنالأولىالمعادلة

n+)3...)أننثبتأننريد.12 +)1 (n + )2(n)عدد

ئ2

علىنحصلقى!بالعددمقامهوالكسربسطبضربءصحيح

nإ) +)1 (n +)2(n +)3... (2n) (2n)
=+2إي).+2

(2n)2إ

(.2 4. 6.....)2n=

)1-ي)2(.....3.3.1=

.المطلوبوهو

العلاقةمن.13

ي)2(=)2(إ)+=ي)+1.إ)ي)2(=!+21ي!)

-n I)(يياي،!!ي)ي)(-ي)(إ)1+إ)1ي(

نأنستنتج

ي)(=أي)ير(ي))1!)ير()1+

ي).أ+اي)2()ف!ني)(،)*،1+أ=وي)أ+اي)2(ي))ءنبما
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الحلول:الثالثالفصل

نأبملاحظة.14

في59

حم(.=أ-ي) 1-1n(يا)!ي)()=ي)1ي)ح!(يا)1ي)ي)()11ي)ح

k!ي)..ي)ح!()!.ي)ء(-ي)حم-)1!.=ء.

.ء1ي)ء()أننستنتج

وء=اء!نكتبأنب!مكانناف!نه)"،ء(!=إنحيث15.

=!aلل"+المعادلةالآن.صحيحانعددانا"و4حيث؟ا"!=

*(.أ=)لل،ثمومن*(لل،)اأأنيقتضيهذا.1*اء=للا"+ئصبح

.ء"ء"-ء"""!أنينفرض.16
رااىصحيحا،عددا

bd lad + bcح2أنيقتضيهذاb (ad + bc) = abd + bاbdثمومن

bاbح2 dح"اومنهd.اف!ن=)ح،"(1أنبما"d.

I)ح"+=2dح""+أيضأ " ad""مه2ثمومنbd Iومنه

نأنستنتج"!او!"امن".Idف!ن)"،ء(=1أنبما."امه

عددأليس!+!العددإذأ.السؤالمفروضئناالضوهذا،؟="

صحيحأ.

إماأنهيقتضي-هذا.كلاطهأننستنتجكلىاطهالمعطىمن17.

نأنفرضأنئمكنناإذأ.كلأ)"،ء(لأنكليهماليسلكن،كل"اأوءا

نأبماالآنأيضأ.كل(ى)ء،أ=ثمومن،كل(a)أ=أنيقتضيهذا.كلأء

كل.ى"اأننستنتجف!نناكل(ى)ء،أ=وكلىاكله

يحققانللو*صحيحانعددانيوجدف!نه)"،ء(!=أنبما18.
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الأعدادنظريةفيمسائل69!!

!=y+.!المعادلةعلىنحصلحفيالمعادلةطرفيبضرب

cx + bcy cgح!=

الآتي:نلاحظ

"اححمطهاعهحمطها*ح!

ءاح=طها"ح!طهلع"ا

نأنستنتجأعلاهالمعادلةوباستخدامطها*عهد!+أنيقتضي-هذا

طه.اح!

علىنحصل+=ءبأخذإذأ.ء!أأنلنفترض.91

إلىيؤديبدورههذا.السؤالفيالمعطىيناقضوهذا،حم(2،حم)=حم21

k!.أ=أن

الآتية:الصيغإحدىيأخذيزصحيحعددأي02.

+2,1 3k+3حم،3حم.

nكانإذا" = 3k2+5+ف!نn n+5=9k2+3k.

nأ+كانإذا" k3=2+7+ف!نn n+5=9k2+9k.

2n+كانإذا" k3=2+11+ف!نn n+5=9k2+51k.

.2n+3,5(=1)n+إذأ.ى2+ى3+يقسملا3العددالحالاتجميعفي

)1ليكن.2أ = g+نألأوأحظلا.(يز2+يز+1،يز3+يز

!لأنايقسمءف!ن،زيو!يقسمأوليعددءأنلو:!()قى،=أ

1+n 2 + n.نأ.لآنا

g-1(1( n3 + -)1+n(*2 + =)1+n *2 (nإذأ،!(ي)،)=أو
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كأ79الحلول:الثالثالفصل

g-1In.31*(+*+1)-*(-21*()+*+1)=*+2أيضأg.

.!=3أو!أ=ثمومن!اقى(+)2قى(--1)=3أنيقتضيهذا

gي)أ-أنبما Iأ=ف!ن3ا*أ-كانإذاأنهنستنتجف!نناg.أما

إنحيثلكنأيضأ.3اقى()1-3+=قى2+ف!ن3اقىأ-كانإذا

n+2(2 + n +=1 (n2 -+)1(n(

n+2(3+ n+=1 (n3-+)1(n(
.!يقسم3ثمومن،قى3+قى+1وقى2+قى+1يقسم3أننستنتجف!ننا

.!=3ف!ن3اقىأ-كانإذاأنهيقتضيهذا

n04)9+=أأننثبتأنيكفيالمطلوبلإثبات22. +)n28,13.

علىنحصلأقليدسخوارزميةباستخدام

(4+n04 + 13 1= n28( +)9 +( n12

1(+n28 + 9 = 2n12( +)4 +n4(

1n12+)+أ + 4 = 3n4(

n+1(0+1+1 =(4n،

(.قىمn28,13+4)9+=أأنيقتضيهذا

.1)1+)إ=)11,5(أ=ف!نn=2كانإذا23. 5)n2(+)إ)n.إذأ

2!)+5.1(قى!d+)1)=ءأأنلنفرض.قى،3أننفرضى )n).ليكن

نأيقتضيهذا.كلاقى(5)!+1وكلاقى(2)!+1إذأ".يقسمأوليعددء

كلتافي.كلاقى!أوكلا3إماثمومنكلاقى(3)!أي،الفرقيقسمء

كل.ا)!قى(2يقتضي-أنهذا(.قى3،الأنكل!قىيكونأنلابدالحالتين

=1أنيعنيهذا.مستحيلوهذاكلا1إذأأيضأ.كلاأ+)!قى(2لكن

.1)1+)إأ=ثمومن 5 )n(2+)إn).
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الأعدادنظريةفيمسائل89!!

و!ءا"+إنحيث.ء("+ء،"-)طه،=!لنضع24.

a-2-طهوgء("ا)"+=طه2"+ف!نgءا"- =)b)aءاg.

أنيقتضي-هذا.!2ءاو!"ا2أننستنتج!اطهأنوبسب

ثمومن!ا1إذأ.)2"،2ء(=أأنيقتضي)?(أ=لكن.!1)2ء2ء(

1=g،أنأيb(=1، -a,bab+)ء.

كلأ+،ا،!"كل"+=كل،ء(+،-"كل")إذأ10،ءأنينفرض25.

كلاءأنيقتضي-هذاف!نلم-ح!!5كانإذا.كلءا"كل"+،أنيقتضي

نأأي،لم-ء=5يكونأنلابدإذأ.كل()ء،=ألأنهستحيلوهذا

a+أنأيأ+،كل،!ا،كل"+ثمومنح!أ= bكل.ا

ئثبت.متحققةاء،ءا=)"،ء(المساواةف!نء=bكانإذا26.

الأوليةعواملهماإلى؟وءالعددينتحليلنكتبأنئمكننا.العكسالآن

لجميعلم!5وء!5حيثء-فيكل!وء-في!كلالصورةعلى

لدينايصبحالحالةهذهفي.أيمه!يمه3القيم

)ء،ء(-كل؟ء(،ل!!،)،أ"،ءا-كل؟ء(ك!)"،

و،لموءالعددينبينالأصغرالعدديساويء(ولف!ألم،!حيث

كانإذا.لموءالعددينبيناكبرالعدديساويء(كع!ألم،ا

لدينايصبحأ!!!3القيملجميعف!نه)"،ء(،=ا?ا

إذأء.؟=أنيقتضيهذا.ء=لمأي،iء(ول،/)=mء(كةلم،ا

.ء؟=كانإذاوفقطإذا)"،ء(=ا?ا

32و323!="حيث3!=ءو.ينضع!=)"،ء(.!ذأ27
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في99الحلول:الثالثالفصل

نأأيضألاحظ.7()32=ألمجققانموجبانصحيحانعددان

ء+b=!بم(+)32

2r321بم = ،g321بما = ،!gبمgأ؟،ءا=ا

نأبما.مما321=332أنيقتضيمم(مما)32132=332ومم()32=ألأن

32)بم(+2r،بم)32 = g32(،!بم+بم)=)]b,a (g]،+")ء

،)22=أأنأثبتناإذايتمسوفالإثباتف!ن rr2+),.ينضع

ف!نيلمامم32ولميا323+أنبما3(.=)332،32+ي!لم

يلمابمبم(-)32+بم32حميلمابم2

يلمبم(132-)32+بم32حميلمبر13

hا1إذأ.32()2،،=1أنيقتضي(,)32=1لكن."1)322.32(ثمومن

.الإثباتيتموبهذا"=أثمومن

المساواةلإثبات.28

c[("(،)ح،ء(،)"،ا)ح، = [ (a،،اح،ءا،"ا)ا"،ءا

لتكن.الطرفينكلافيالأسلنفسمرفوعءالأوليالعددأنب!ثياتنقوم

حو؟وءللأعدادالموجودةءالعددأسسهيلمولموءالأعداد

منيغيرلنأعلاهالمساواةفيحو؟وءالأعدادترتيبأنبما.التواليعلى

نأنفرضأنب!مكانناف!نه،المساواةجوهر

يرءلميريرلم5

مرفوعأءالعددتحتوي"ااح،واح،ءاوaاا"،أنيقتضيهذا

يحتوي"ا،اح،ءا،ا"،ءا(ح،)1أذأ.التواليعلىلموءوءللأسس

لم.للأسمرفوعأكلالعدد
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الأعدادنظريةفيمسائل155!!

مرفوعأءالعددتحتوي"()ح،و)ح،ء(و)"،ء(الأعدادأيضأ

يحتويا)ح،"(،)ح،ء(،)"،ء(اإذأ.التواليعلىلمولمولمللأسس!

لم.للأسمرفوعأكلالعدد

هذا.الأسلنفسمرفوعأءالأوليالعددعلىيحتويالطرفينكلاإذأ

الطرفين.تساوييقتضي

موجبانصحيحانعددانيوجدف!نه،*(،لل)=7إنحيث92.

المعادلةفيبالتعويض.!ل=ل!57و*=5*7بحيثل!5و5*

حلولهاوالتي5*+8دل5=35المعادلةعلىنحصل*+8دل=245

نأيقتضيهذا.5*(،لل)5=،)1.27(،)2.9""؟)3.1هيالموجبة

هيالمطلوبةالحلول

*!،ل)=",)7,89,)14,133(,)21,77()28,21(

عددينوجوديقتضي-اهذ.2(-.21ى+)1=!ينضع.03

نأأي،2ى+أ=!أو2ينة-أ=!ءحيث،وءصحيحين

+12m = kgو=g1-1نأنستنتجذلكمن.2ى

+1،g=ش*2=!ءأش)1+كا

1-Ig-1)m =tg)=2*ش

يهمالمعلومةاستخدمناالثانيةالمعادلة)فيصحيحانعددانآوكهحيث

!")3-=2المعادلةعلىنحصلالسابقتينالمعادلتينبطرح(.فرديعدد

+2+1و2--أالعددينكلالأنg=1ثمومن!ا2أنيقتضيهذا.

.(2يهم2,1-ى1+)1=ذأ!.يفرد

الآتية:لالملاحظةالحلنمدأو3=ءn+"-نضم3.أ

.ء"-!
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101الحلول:الثالثالفصل

ش؟-ش=ء(()؟-ش)؟+؟-ش

=ء(ش)؟-+يإ(ء()ا-ش)؟-+...

ية)(+-ء()2؟2)؟-2-ش+ية)(1-ء()"؟-د-ش

علىنحصلء؟-علىبالقسمة

+ا-+)؟-ء(=.n...+2-+)؟-ء(

ا-+؟ي)+2-+؟)؟-ء()2-ي)(+

مختضربشكلأو

+؟-+ء

bء-

في

ئa=3()؟-L+)كيو(00000000001-ئ!ء

2!.،"-ء(=n)وا!=)"-ء،*nنضعالآن.صحيحعددل!حيث

a-أنبما*."او!اا!أذأ.ا!()"،=dليكن bا,gإذأ

ثمومن!اءأو"اء("-)"+أنيقتضي-هذا.!اء"-

ا!(.,b)أ=أنأي"،=1ومنه"ا)"3ء(أ=

نأنستنتج)*(العلاقةمنف!نها!ءا-bوا!ا*3أنبما

نأبملاحظة.ا!(,b)1=لأنا!ايزأنيقتضي-هذا.ا!ا"*ىا

-"la!واnأننستنتجا!ا(a ،"-)nا!.ا2!أنأي،ا!ا

نأنستنتج)*(العلاقةمنف!نه2!1يزو2!اء"-أنبماأيضأ

،2!اباء،)"-أننستنتج2!ءا"-و2!ا*3أنبملاحظة.2!ا*3

2!.اا!أنأي

g2ا0>2!،اا!ا!،ا2!مننستنتجالآن > 5 4g21!=أنg
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الأعدادنظريةفيمسائل201!!

.المطلوبوهو

العلاقةباستخدام.لم=ء؟-نضعأخر:حلى

علىنحصلل!*(+ح!*،)=ح!(*،)

ةء(؟=شء،؟-=)ء(ا-ش+؟2-شء+...؟+"ا-ممر)

(=t(؟+ا-ش)+t(؟2-ش)؟++...؟+1-شلم،)

=؟(ا-ش؟+؟2-ش+...؟+1-ش)لم،

=؟يأ(ا-شلم،)=؟+()لم،

(b-،ءnb, -a b) = ()n=

أ=)"،ء(=)"-ء،"(.لأن

ءكانإذا.زيللعددالموجبةالقواسمأصغرهوa!أليكن.32

يقتضيهذا.1هك؟!ءكهءإنحيثء،ء؟=كتابةفب!مكاننامؤلفأ،عددأ

هذا.يزالعددويقسمءالعددمنأصغرموجبعددهو؟العددأن

أولي.عد؟ءالعددأنئثبتالتناقض

الصورإحدىتأخذكلأ+ف!ن،زوجيعددكلأ+إنحيث.33

6k+4:الآتية k6,2+،ف!ن،كل+أ=6حم2+كانإذا.6حم

.(ح!!5أنيقتضيكلء3)أوليغيرعددكل

6k)1+ف!ن،كلء6=أ+4+كانوإذا 3=3+(2k=غيرعددكل

كلأ+=6حمأنيقتضي-التناقضهذاح!(.!5أنيقتضيكلء3)أولي

.61كل1+ثمومن

=)q+1إذأ.كلq+أ=زي2لنكتب.34 ( n - )1 (nعدديزلأن.كل
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وءكه،إنحيث.n(،1-قى+)1أ=أنبسهولةنجد،زوجي

4+1وكل=n-أأننستنتجيأأ-!يأأ+ = nكل+2ثمومن=q.

حيثزكلأوليأعددأينأخذ.(m)قى،أ=أنأولأنلاحظ35.

أنيقتضي-هذا.زكلاقىوزكلاييزف!نأ!،!!كانإذا10يمبما،!أ

هذا.زكلأيكلوزكلا*ف!ن!!أ+،أ!كانوإذا.زكلأيص+*

للقسمةقابلغيرهزي+قىأنذلكمننستنتج.زكلأييز+قىأنيقتضي

اكل.كل،،كل،...،2الأوليةالأعدادمنأفيعلى

اكلكل،،كل،...،2الأوليةالأعدادمنمنتبماعدديوجدأنهفرضنالوالآن

مختلفءأوليعددعلىالقسمةيقبلهزي+nأنتقتضيأعلاهالمناقشةف!ن

فرضأنيعنيهذا.تناقضوهذا،اكلكل،2،كل،...،الأوليةالأعدادعن

غيرعدديوجدثمومنصحيحغيرالأوليةالأعدادمنمنتبماعددوجود

الأولية.الأعدادمنمنتبما

إذا+.أ!حيثأ+!قىيقسمأوليعددأصغرهوكلليكن36.

كلا1أنأي،كلاقى(-)1+!قى!أنيقتضي-هذا.كلا!قىف!نكليمهىكان

.ء!+يكونأنلابدإذأ.تناقضوهذا

نستنتجأعلاهالمناقشةباستخدام.+أ!طبيعيعددأقيينأخذالآن

عددأيمنأكبرأوليعدديوجدأنهأي،ء!+لمجققءأوليعددوجود

الأولية.الأعدادمنمنتبماغيرعددوجودئثبتهذا.معطىطبيعي

العامالشكلذاتالأوليةالأعدادمنمممبماعددوجودينفرض.37

3+6 n،العددئعرف.اكل=كل،23=1كل،31.،..كل،3ولتكن

فلائد+3n6هيالعامةصورتهعدد*أنبما.N=6كل2كل..3كل.53+
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كانت،الوn+56العامةالصورةنفسلهالأوليةعواملهأحديكونأن

الصورةف!ن6n+1هي*للعددالأوليةالعوامللجميعالعامةالصورة

الأوليالعاملهذايش!مي(.تناقضوهذا+6،+أستكون*للعددالعامة

؟كلا6كلكل..3كل.و؟كل*اأنبماالآن2.!!!3لمجقق!حيث،؟كل

عددوجودنستممجالتناقضهذامن.؟كل3ءلأنتناقضوهذا،؟كل13ف!ن

.6قى+3العامالشكلذاتالأوليةالأعدادمنمنتبماغير

كتابتهايمكنالمعطاةالعبارةف!ن941=27-8أنبملاحظة.38

الآتية:بالصيغة

ا++32(+3)83-=(ا++32+)1(ا++32(+3)2+ا++32(2+)3+)4

المعطاةالعبارةإذأأ،منأكبرالأيمنالطرففيالحدينكلاإنحيث

.+أدقيملجميعمؤلفعدد

المعطى:المقداربتحليلنقوم.93

3-*3+4-34n3 n3+ 7- n4=

4-1()n -)1 (n2 +1+n)+3(n=

(7+n-)1n4(24+)n=

ثمومنيأ24يأ4+721+ويأأ-!أف!ني)،ء3كانإذا

+=2و+1=القيمتينباختبار.فؤلفعدد4رى+3ى-7فالمقدار

فقط.n=2كانإذاأوليعدد4رقى+3قى-7أننجد

الآتي:التحليلمنينتجالإثبات04.

-1(*+35 + n -1 = 2*( - )1+n(n*
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.+أ!عندماأيساويلاالأيمنالطرففيالحدينكلا

في501

عددأيزكانإذا.ول=11000111=أ+ه-أأنأولألاحظ.41

-9

علىنحصلبألتحليلأ.<"،ء<قىحيثقىطه=ق!نمؤلفأ،

ول*=ول!=9!مههأ-أ=أه!أك!1((،5؟)ا-+1(،5)ه2-+...+،هـأ+)1

الطرففيالحدينكلاف!ن؟!أوء!أو9ا!هأأ-أنبما

مؤلف.عدد*ولأنذلكمننستنتجأ.مناكبرالأيمن

"هأأ-أنأولأنلاحظ،السابقالسؤالإجابةفيكما.42

الآتي:علىنحصل6مثالباستخدام

ول(9ش،ول*)=9(ولش9،ول*)=أ(هش-101*ه-)1

=1(5ش؟!،)-1=9ول(شس)

.المطلوبعلىنحصل9علىبالقسمة

="ول.

4بكتابةالحلنبدأ.43 +k r=+،لاحظ.3=,3,21,0حيث

يأتي:ماالآن

ول=ول=100011هه100011+5000
ش4k+rصل!لب

=أك!100011+53100011 سىسى

100011+1531 x1111ك!أههه1ههه10001ههه=
سى

منمجموعة!ح1-علىيحتوي..10001.100010001العددإنحيث

ط!يقسملاأ51وأن1111=أأأك!51أنبملاحظةالأصقار.
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كانإذافقطوإذا151ا*ولأننستنتجف!ننا3=3.2؟أيكونعندما

=5r،41يأكانإذافقطوإذا1511ىولأنأي.

عامة:ملحوظلا

ول100011=أك!100011=5100015500051000515500055
؟!7"لىلبص!ص!ص!

.مرةيكل-أفكررة5!هتهالأصفارمجموعةإنحيث

وأ*=ء(+)1أور+2نأخذأنيمكننا.!!

+2!1،1(+)k]=*لم.=..3.2.1..حيث

*كلءيز2إنبحيث*موجبصحيحععدديوجدأنهينفرض.45

بما.+فى*القيملجميعأكل!2*أنيقتضيهذا.+فى*القيملجميع

أيضأ،تقاربيةيلآأالمتسفسلةأننستنتجتقاربية،يلآ12المتسلسلةأن

ات++كل8أت*

.الإثباتيتمالتناقضبهذاو.صحيحغروهذا

الآتية:الضؤرإحدىعلىكتابتهئميهن+>5صحيحعددأي46.

4+k5,k5 +k5,1 +k5,2 +k5,3،كانإذا.ح!د5حيث

4+n k5=6+)2ف!ن 5=)k+كانوإذاأوليأ.عددأليسقى

3+n = 5k3ف!ن(+n +12 = 5(kكانوإذاأوليأ.عددأليس

+25k=+ء(+4)ف!نn+18=5كانوإذاأوليأ.عددأليس

كانإذاأما.أوليأعددأليسn(k+24=5+5)ف!ن+=5k+أ

3k=+كانإذا.!ح=1يكونعندما+=5هوالوحيدالأوليالعددف!ن

3ف!نء!أ k=+تكونعندماأنهنجدبالتعويضأوليأ.عددأليس
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أولية.أعداد24+5,18+5,12+5,6+5,5الأعدادجميعف!ن+=3

.+=3هوالسؤالشرطلمجققالذيالوحيدالعددأنذلكمننستنتج

كلى+أ=*2يحقق*موجبأصحيحأعددأنجدأننريد47.

الشكلعلىالمعادلةنكتبكل=2عندما.حالتينندرس

1(+x -)1(x)=(*،1-)1+=2ف!ن،فرديعدد*إنحيث.2ى*

و*-أ=+2اأو*+1=*2او2x=1-إماأنهيقتضيهذا.

الحالةوفي(p،ي)،x)=)3,3,2(علىنحصلالأولىالحالةفي*.+1=2

حل.أييوجدلاالثانية

الشكلتأخذفالمعادلةفرديأأوليأعددأكلء2يكونعندما

*(-*،1+1)=1ف!ن،زوجيعدد*إنحيث.كلى=*(-1)*()1+

و*-1=كلىأو*+أ=كلىوx-أ=أإماأنهيقت!-هذا.

الحالةوفي،كل(،قىx)=)2,1,3(علىنحصلالأولىالحالةفي*.1=1+

حل.أييوجدلاالثانية

فقط.n(,p)=,)3,2()1,3(عندماكاملمربعكلىأ+إذأ

أوليةأعدادتوجدإذأ.السؤالشرطئحققأوليأعددأءليكن.48

تخقق4ء2اوكلء2اكل

كل=اكل+كل2،كل=4142-

وأاكلإماأنهيقتضي-هذا.فرديعددءف!ن،اكل+2ءء2أنبما

نأنفرضأنئمكننالذا.زوجيعدد42أو41إماوأنهزوجيعددكل2

الآتي:لدينائصبحثمومناكل==2

كل=+2كل،2كل42=-2
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وهذا.أوليةأعدادكل-،2كل،كل+2الثلاثةالأعدادأنذلكمننستنتج

الأوليالعددإذأ(.للقارئمتروك)الإثباتكل=5كانإذافقطممكن

كمجموعوكفرقكتابتهيمكنالذيالوحيدالأوليالعددهوكل=5

آخرين.أوليينعددين

فقطواحدأنهنستنتجالفرديةوالزوجيةالأعدادخواصمن94.

ف!ن3=2كانإذا.زوجيأيكونأنيجب53،،كلالأعدادمن

32=كل(كل()4+2-كل4)42+

فرديوعددكل2-كل424+لأنمستحيلوهذا

+42)24+كل4ء1 = )p- qف!نكل=2كانإذاأما.كل2-كل

2(23 3)= - )q +2r( +'qr q

232لأنمستحيلأيضأوهذا + ،3 + q32+4234+ءأوفرديعدد.

تخققأوليةأعدادتوجدلاإذأ4.=2كانإذاالاستنتاجنفسعلىنحصل

343المعادلة = r+كل.؟

:3صحيحعددالمعطىالمجموعأنلنفرض05.

3أب+إ+إ+...+!

ضعء(.أدف!ن+أ!أن)بما"2!قىيحققصحيحعددأكبرءليكن

1(+1. 3. 5..... r2)=!،يساوي!أن)أي.23+أ!+حيث

3كانإذا.(يزتساويأومنأقلهيالتيالفرديةالأعدادضربحاصل

المجموعفيلكنأيضأ.صحيحعددا-"2.!كا.ف!نصحيحأ،عددأ

وهذا،2"2.!الحدعداماصحيحةأعدادالحدودجميع،ا-"2.!.كا
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صحيح.غيرعدد3أنذلكمننستنتجإذأ.واضحتناقض

:3صحيحعددالمعطىالمجمعأنلنفرض5.أ

3أب+إ+إ+...+

1-35 2n

ح!أدف!ن+أ!أن)بما"3!2أ-قىيحققصحيحعددأكبرءليكن

ضربحاصليساوي!أن)أيP=أ.2n(.....5.3-)1ضع(.

عددأ3كانإذا.(+2-أتساويأومنأقلهيالتيالفرديةالأعداد

المجموعفيلكنأيضأ.صحيحعدد2-"3.!3.ف!نصحيحأ،

وهذا،"33.!الحدعداماصحيحةأعدادالحدودجميع،2-"3.!.كا

صحيح.غيرعدد3أنذلكمننستنتجإذأ.واضحتناقض

.3دأوأوليعددءإنحيث،يز(2)!+ء=كل3أنلنفرض52.

ثمومنحما(2n)!+حم=كل3أنيعنيهذا.حماقى!إذأ2،!ح!!+أنبما

علىسنحصلوإلالم3!أنأيضأنلاحظأ.!لم3!حيثح!="كل

نأيقتضي-هذا.واضحتناقضوهذا،(n!)2=5أويز(2)!+كل3=كل3

حم،=ptا*إو*(2)إ=كل3-حم=-3ء(،كل-1)انحيثأ.!لمكه3

وهذا،"كلاكل-3أ-علىنحصلبالتبسيط.كل"2ا"كلكل(-3)1-إذأ

.الإثباتيكملالتناقضهذابسبب.لمفىأو3!لملأنواضحتناقض

من.*ء=5إنبحيثيز5طبيعيعدديوجدأنهينفرض53.

للعددالأوليةالعواملاكبرأنيقتضيهذا.2،0nأنإذأالواضح

نأأي،3يساوي!كل!=أ2ءأء+-.,ء.أ-

!=ء2ك!!3ك!5لم،ءير،5لمير،5لميرأ0
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لاعدد!أنبماأيضأ.a=0ف!ناء(=2الأنفرديعدد*!أنبما

نأذلكمننستممج.لم=5ف!ن(2ء=3الأن3علىالق!سمةيقبل

ء!=5،لميرلمأ

ئعطيناهذا

1(+5+...+'--5)-1()51=-5=r-ء...2ءاءا*

أو)2=اء(

5(2=أ-ء5=ا-*ء...2ء+...+الم15+)

القيملجميع؟ءء2لأنمستحيلوهذازوجيعدد2ء..أ-*ء.أنأي

نستنتجلذا(إد2القيملجميعفرديعدد!أنبسببوذلك!!د2

.+أفىالقيملجميع*ء5ءأن

نأأي،نسبيعددبمأنلنفرض.54

بمءب

بتربيع.)"،ء(=أأنأيضأنفرض.صحيحانعددان؟!5و!حيث

يوجدف!نهكاملأمربعأليسيزأنبما.2ء=أكل!2المساواةعلىنحصلالطرفين

المساواةمن.كلأ+"112يزإنبحيث?5صحيحوعددكلأوليعدد

3أدحيثء=كل31لثكتب.كلءاثمومنكل2ءاأننستممجnء=كل22

ء2=كل!أ2المساواةمنإذأ.كلا"ف!ن)"،ء(=1إنحيث.كل(1،)=أو

للحسابالأساسيةالثظريةيناقضوهذا،كلأ+"112!*2وكل23اا2ءأننستممج

فيالقوةلثفسمرفوعأيكونأنءالأوليالعددعلىتخيم2ء=كل!أ2)المساواة

نسبي.غيرعددبمأنيقتفيىالتثاقضهذا(.الطرفينكلا

"logكان.إذا55 aصحيحانعددانيوجدف!نهنسبيأ،عددأ
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logoبحيثيزويهمموجبانه =a /m n.وأء"=برأنيقتفيىهذا

أنيقتضي-هذاء.يقسمءأوليعدديوجدف!نهء!أأنبما.*ء"="

نأنستنتجذلكمن.أ=)"،ء(لأنتناقضوهذا.كل"اثمومنكل"ا"

نسبي.غيرعددlogء

يهزحيثi-أول7لنكتبونسبيغيرعددsinأأن56.نفرض

.sinأ=ي)1-(المتسلسلةنستخدم.صحيحانعددان+!5و

!-"(2k+)1إ

يز.يساويأومنأكبرموجبفرديصحيحعددأصغر،2+أليكن

الآتي:علىنحصل21(+!)1بالسابقةالمتسلسلةبضرب

2(لم+)1!يهم-،ول+!،

2(=(4!)1+لمء)1-(س!

!-ء(2k+1إ!

(!=21()1+)1-(تلأ!

k2+(-ء1(إ)1+

-أ+-...+
2(-=لم+)22(لم)3+2(+لم+)22(لم+)23(لم+)24(لم+)5-

اهـ=2ءة...د

عددأ!لميكونأنفلابد،صحيحانعددان4لمو،2(ييز!)1+أنبما

إمالأنهمستحيلوهذاأيضا،صحيحا

هاءى-2aلم!ىاءىأى

أ-ا!ى/!ىا!ى2ء+ى5
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غيرعدد3أولأأنيثبتالتناقضهذاصحيحأ.عددأليس!لىأنأي

نسبي.

المعادلةف!ن،قى(قى،+ء)اءإنحيث57.

د!5أ=و5*أ-=أنبملاحظة.للحلقابلةxقى(+لو)ء+ء=

الآتي:النحوعلىمعطاةالحلولجميعإذأ،المعادلةيحققان

1 - nt=ل!،(t1++حم )n-*=

صحيح.عددلمحيث

المعادلةعلىنحصلومنها،35+19-5أ6المعادلةممون58.

x191=94الخطية y35+5لل=7و+x13.خوارزميةباستخدام

هيالأخرىالحلول.)الحلولأحدهو*=،14لل=35-أننجدالقسمة

+14 St, y -35-=t13=*و34الكسرطنإذأ(لمصحيحعددلأي

المطلود!.يحققان35-

19

للحلقابلةالمعطاةالخطيةالمعادلةف!ن،)911,153(17=أنبما.95

نأنجد،أ"ه=17()58+14أنبملاحظة.17ا!أ+mكانهإذا

يهز،العددبهذا.يهز=3هوالمطلوبيحققيهزموجبصحيحعددأصغر

عددلماهوالمعادلةلهذهالعامالحل7x90+دل95=تصبحالمعادلة

صحيحأ

=t7+236*

=-t9-592!ل

b(أنبما.!! 1= I k)للحل.قابلة!دل"+=ءالمعادلةف!ن،ء
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الآتي:النحوعلىمعطاةالحلولجميعإذآ.للمعادلةحلأ،5*(دل)5ليكن

o،لم-ل! - tتل!وy،+5*تلم؟*

الصحيحةالأعدادنختارأنلابدود!5و*!5الشرطانيتحققلكي

الآتيينالشرطينتحققالتيلم

*5؟+tير،5لأ5!-ير5

تحققأنلابدلمأنيقتقيهذا

م!5!لم!لمو5

?

يساويالحلولعددفإن؟ا5*كانإذاأنهذلكمننستنتج

يساويالحلولعددفإن؟ا5*كانوإذا،ال!5!-ا5؟-ا1+

.المر5ا-ا5؟-ا

المعادلةفإن3،يقسم5(22..18)=1إنحيث6.أ

5x+ل!22+182ت3

المتغيرينبدلالة(معاملأصغرعلىالاحتوائه*بكتابةنبدأ.للحلقابلة

لآخرينا

*ت3-22لمأ-182ت4-للأ-32+3-2ل!و-ح!3

صحيح،عدد3ل!322يكونأنلابدإذآ،صحيحعدد*أنبما

لم:أنهلنقل

y2-3 z3-
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الأعدادنظريةفيمسائل141!!

(الإشارةتجاهلعندمعاملأصغرعلىلاحتوائه)أيضأللالآننكتب

الآخرينالمتغيرينبدلالة

3t5-3-ح!أأ--حد
للبب1-ك2-حد+

لنقل،صحيحعددأ-لم22يكونأنلابدإذأ،صحيحعدددلإنحيث

قى:أنه

حد-لم-أ
مآب

نأيقتضيهذا

u-ء-1لم=

u+ل=-لم!

t8+3-6u-=*

.المعطاةالخطيةالمعادلةحلولتمثلوهي،صحيحانعددانلمروآحيث

المعادلةإذأ،23يقسم7(1509-،أ-،)1=1أنبما62.

7x+أحطه-ألمللا23= y9-

علىنحصلالسابقالسؤالفيالمستخدمةالطريقةباستخدام.للحلقابلة

الآتي:الحل

t4+2+ u-=v*
t2+1u3+-2v-=لل

u+ء=-أ

لمي!ل!أ=

صحيحة.أعداد1،فآ،7حيث

ح؟+ز"اييز:أيمهةيمهاييزأ،يمه،يمهييز21المجموعةأنبما.63
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كأ115الحلول:الثالثالفصل

قياستامروالسبنظامتمثلالمجموعةأنفلإثباتعدديزايز2علىتحتوي

قياسمتطابقينغيرالمجموعةهذهمنعددينأيأنئثبتأنيكفييهزايهز2

نأينفرضءيهزيهزا2

ح؟+ز"أثم=،ح+"لمثمأmodثمأثم2

modأأنيقتضيهذا m+"ح؟-،حث40اييزأو؟ح+ز"اييز-،حاييزلم

هذا.اييزقياستامروالسبنظامتمثلأحى،2...،ح،ايهملأن؟ح=،حثمومن

التطابقئعطينا

"زثمأ="لمثمأmodثمأثم2

2modئعطينابدورهوالذى m-"لأنز"لم"=ثمومنز"لم

نأذلكمننستنتج.ييز2قياستامروالسبنظامتمثلأ"2"،ء،..يهم"،

المجموعةمنمختلفينعددينأيأنأي،؟حز"+اييز=،ح+اييزلم"

المجموعةإذأ.ييزاييز2سقيامتطابقينيكوناأنيمكنلاالمعطاة

ييزاييز.2سقيامتانظامتمثلحأ؟+ز"اييز:أيمهأيمهاييزأ،يمه،يمهييز21

نظامئمثلانلاأ.،3.22العددينف!نn=2!نإ!ا.!!

2.1لأن2قياستامرواسب 2 = .2 3 mod.ف!نقى=3كانوإذا

لأن3قياستامرواسبنظامتمثللا1.,22.,4.33الأعداد

33.2 = 4.3 mod.الأعدادفأيضأ+!4حالةفيو

(1+)n.،(4.3,3.2,2.1,-1).ي)ي,!!! )n - )2. ( n - 1(،) nتمثللا

لأنيزقياستامرواسبنظام
2 - ndom2.1-2-2+n3يز=(1-n-2).(nز).ذلكمننستنتج

4.3,3.2,2.1,...,.قى(+)1الأعدادأن nقياستامروالسبنظامتمثللا

.+!2صحيحعددأي
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الأعدادنظريةفيمسائل161!!

كل،....2.1=ءأ-الأعدادلجميعأ=)كل،3ء(أنأولألاحظ.65

ف!نهعددكلأ-علىتحتويأ،كل(،....3123.3)1-المجموعةأنهبما.

نأئثبتأنيكفيكلقياسمختزلروالسبنظامتمثلالمجموعةأنلإثبات

؟وءعددينينأخذ.كلقياسمتطابقينغيرالمجموعةفيعددينأي

8،ء!أو!كلأ-إنبحيث

3كل 3ءdo"ت

!1(حم!كل-)1ح!ضرببمعكوسيوجدف!نه(3كل،أ=)1-إنحيث

وk143أ=1modp-أنأي3،للعددكل1-قياس

نأيقتضيهذا.صحيحعدد،!5حيث3k=أ+I(كل-1)

3"حمa-(P'+')ا=bإ+ا)ا-،(modكل = ""3 modءp

modeحمء=؟

قياسمختزلروالسبنظامتمثلكل،....2،أأ-الأعدادلأنء؟=ثمومن

رواسبنظامتمثل..23.113ء.كل(،31)1-المجموعةأنيثبتهذا.كل

كل.قياسمختزل

سبيلعلى.تتحققلاأنيمكنفالنتيجةكل،3()1-21يكونعندما

الأعدادوكل،3()1-=أ6.3(=321ف!نكل=7نأخذعندماالمثال

713لأن7قياسمختزلروالسبنظامتمثللاأ23.3.،.63،. = 23 mod.

الآتيةالحساباتب!جراء66.

15mod15=*72=أmod1572=47=أ = 4 mod

15mod15=*82=أmod82>=4815=أ = 4 mod

1592 = 6 mod 15 =49 = 6 mod 15 =*29 = 6 mod

نأنستنتج
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الحلول:الثالثالفصل
117

15*72.4 *82.5+ *29.6+ = -36+5+4 O mod

.4115.*72+5.*82+6.*29أنأي

في

2125أنبملاحظة67. = 4 modو

*4"+ 5x4!61"=16كx4"+ 25x5=32++2++4+ا

4x+ Omod122=أ

.22114+ى32+ا+ىأننستنتج

36=34أنبملاحظة68. 2 mod25--342و modنحصل

على

342(2 = 4 mod_)0365)اه=)2-(اه=(25)2ت =025 = ) 2s

37=343نأء.وبملا mod3'=-345و modو

3453 13= modعلىنحصل

343 mod0573ت035ت031=133()3=-3)13(2=5-)13(ت

344أنيقتضيهذا + 3 = 7 mod=37!باقيف!نثمومنم!36+م

.7يساوي34على0363م!37+قسمة

الطرفينفبتكعيبء،د،أد،5=4د،!،2ث940إنحيث.96

91علىنحصل،وبالتبسيط Mod5،3ء.=د

9قياسالمعادلةبحساب.9قى+33ء=3؟+3ء+أنلنفرض.07

التاليةالاحتمالاتعلىنحصل،السابقالسؤالوباستخدام

93 mod5،يأكتابةيمكنلاإذأ.خاطئةجميعهاوالتي3،=د،ث،أد
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الأعدادنظريةفيمسائل181!!

مكعبة.أعدادثلاثةكمجموع9قى+3الصيغةذيعدد

2xالتطابقتخققالزوجيةالأعداد71. = 5 mod.الفرديةالأعداد

x=12,1التطابقتخقق ,3 ,5 ,7 ,9 11 mod.كانإذا

12,3 9 mod=*،3ف!نx -= O mod.12كان!اذاx ,1= 5 mod،

.x=أول640ف!ن*،=7هول124كان!اذا.*=أهول44ف!ن

هو.كمايبقى*=أأ12modالأخيرالاحتمال

:المطلوبعلىنحصل،الآتيةالحساباتب!جراء.72

1733 = 72x9- 10x9- 5 mod

17-315 -53 -5x8 6 mod

17033 =62 = 2 mod

01°=31أنأولألاحظ.73 mod.نكتبأنيمكنناأنهيعنيهذا

+13k=،نحصلالآتيةبالحسابات.موجبصحيحعددح!حيث+هأ

:المطلوبعلى

7،1 X -2 2 mod1+21!=،8!ك2ت=k23

بسهولة.المطلوبلإثباتالرياضيالاستقراءاستخداميمكننا.74

إذا+3=5ث2340أنأولألاحظ.أخرىطريقةباستخدامنقومسوف

القيملجميع+3=ثأ440ف!ن3=ثأ440إنوحيث.+ء2كان

الآتي:النظاميعطيناهذاء+!2

233+ = 0 mod

4mod3+=أ

o b e i k a n d l . c o m



في911الحلول:الثالثالفصل

نأنجد،الصينيةالباقينظريةبواسطةالنظامحلثمومن*=3°بوضع

00125هوالحل mod=،*5'001أنأي = 25 mod.

علىأولأنحصل.23قياس21!وأأ!العددينبحسابنقوم75.

(lx(10x9) x (8x7) x (6x5) x (4x3x2x1أأأ=إ
=أ(ك!)2-(ك!أ(ك!)7(ك!)115)

)07((22)-x=

=1(!))1(ك

23mod=أ

يأتي:مانلاحظأيضأ

21إ=أأأك!أك!2أك!3.ك!4.ك!.2ك!ه21

=11(ك!!--(ك!)11.ك!)9-(ك!)15.)2-(ك!)3-(ك!.

أ=1ك!111

=أأك!

23mod=أ

!231أنيقتضيهذا mod21.!=أ

الآتيةالتطابقاتإحدىلمجققكل،5أوليعددأي76.

،1 5، 7، 11mod21=المطلوبعلىنحصلالطرفينبتربيع.كل:

122 =,1 ,25 121,94 modكل

12dom1,1,1,1=

12mod=أ

كانإذا.كل2+"2ء3أنيقتضي-كل،2أنلاحظأولأ77.

أوليعددكلأنالآننفرضءأوليغيرعددكل2"2+8=ف!نكل=2
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12ب!5

31كانإذا.فردي mod=ف!نكل

الأعدادنظريةفيمسائل

3O mod(12تء+)-كلتء2+12

32كانإذا.أوليغيرعددكل2+ء2ثمومن mod=ف!نكل

35 modء2+ء2=22+-(1ء)ت

30كانإذا.أوليغيرعددكل2+"2ثمومن mod=يكونأنفلابدكل

عددكل2"2+=17=8+9الحالةهذهفي.أوليعددكللأنكل3=

أوليأ.عددأكل2+"2يجعلكل=3هووحيدأوليعدديوجدإذأ.أولي

لنكتب78.

Nلا5ءاء2ء3ء..."2ءا+"2ء=

a2k+k2alأ"هه+...+ء3ءxlOO+52ءاء x=

ف!ن155،=ثأ9940أنبما.!القيملجميع5؟ء!!9حيث

99mod!ء=2ءا++..2ء3ء+.5ءاء+ث*

المكونةالأرقاممجموعكانإذاوفقطإذا99علىالقسمةيقبلولأنأي

علىالقسمةيقبلالآحاد،خانةمنومبتدئأ،مثنىمثنىمأخوذة*للعدد

المثالسبيلفجلى.99

9903-912=12+63+54-546312 mod

99-99=69+3-693 O mod

99.ا693و99ا546312أنأي

0001=27نألأأوئلاجظ.97 +37x271 = 1 mod.نأخذ

مجموعةكلمجموعاتإلىلهالمكؤنةالأرقامتقمي!مو*صحيحأعددأ
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في121الحلول:الثالثالفصل

الآحاد:خانةمنابتداءأرقامثلاثةمنمؤلفة

*=,+k3a2+k3a"3ء..ممء.5ءاء2ء3ء4

=3ء"3ء2+"3ءا+"ك!أ"ههه+...+ممءxء000134+5ءاء2ء

ف!نأ555ثأ=2740أنبماإ.القيملجميع؟ء!95!حيث

27mod!3ءا+،3ء2+،3ء=3ء4ء5ء+...+5ءاء2ء+ثه،

الأرقاممجموعكانإذاوفقطإذا27علىالقسمةيقبل*أنيقتضيهذا

خانةمنومبتدئأ،ثلاثيةمجموعاتشكلعلىمأخوذأ*للعددالمكؤنة

المثالسبيلفعلى.27علىالقسمةيقبلالآحاد،

270-621=615+6-6615 mod

27573118 = 196=118-i-573 = 16 mod

.157311827و2716615أنأي

عددأ+ح!2=كانإذا.يزلقيمةالمحتملتينالحالتينندرس08.

علىنحصلفسوفزوجيأ

5k142.4 4-1+k2)1-( 0=5-1+ mod

علىنحصلفسوففرديأعددأي!=ح!2+أكانواذا

35 mod+تأ'+k142.4+'!1-1+k2)1-(

يزكانإذا3ا144.ى1+وزوجيأعددأيزكانإذا5ا144.ى1+أنأي

عددهو+14.4+أالصورةعلىعددأيأنيقتضيهذا.فرديأعددأ

مؤلف.

نأنفرضلذا.r-1كانإذاصحيحةالعبارةأنأولأنلاحظ8.أ

ف!نكل2=كان!اذا.3حىأ
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ا!عدادنظريةفيمسائل122!!

بر(33-)=3(23)1-

نأبما.كلء2أننفرضا!ن.23(-)3ث240ثمومن

كل(-ء(إ)1=)ء(3-ء()1-.)2..-كل(-أ)1

-1((p...)2-()1-(=))1--((p)2-!م-!م(...))1-!م()
(1! mod pكل-=)

r0إذأ !)1-p( mod p-(!)!نأيقتضيهذا.كل(-)1ق

.كل(كل(،-)1)!=أ!نء()=3

نأبملاحظة.82

(ء3=)ح!.!ء(3ح!)!=حم.ء(-ء"ء(3)1ح!إ)=ء(-11ئج
3ء()

إذأأ،!k!كل3أ-أنبما.ء3"(=)"(أ-لم3نكتبأنيمكننا

3.....2.1.0.أ-هيآللأسالمحتملةالقيمأنحيثء(كل،=)3"كل

هو"(ء!")11افالعددثمومنء"(111لما-3أنيقتضيهذا

نأذلكمننستنتج.صحيحعدد

xp-0modp3ء(=)ء(آثأفي

lأ"نكتبأنيمكنناف!نهa=ثأ40ييز"كانإذا83. + m=ء،
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الحلول:الثالثالفصل

الآتي:يعطيناهذا.صحيحعددآحيث

في123

+"=*ء*)1ءيكل

يبم(+أ=()يبم(+أءلم()يغ(+...+2)1ءيكل*)1ءيكل

modا+ء m=أ

ف!ن)n,369(=أو369=8ك!9ك!أ3إنحيث84.

=(9 =)13,n) l،)التطابقعلىنحصل91نتيجةباستخدام.)8،قى(=قى

31mod(ي)13=ي

علىنحصلأويلرنظريةفباستخدام0)9(=6أنبملاحظة

6 = 1mod992علىنحصلالطرفينبئربيع.قى = 1modبضرب.اقى

التطابقعلىنحصليزفيالطرفين

943 = n mod(ي

ثمومنالطرفينبتكعيب.قى4=)8(!قى=أ8modاننجدالطريقةبنفس

التطابقعلىنحصلقىفيالطرفيناضرب

)ي43=ي)ثه!840

وأ،اقى3=قىmod]13,98[أننستنتجأعلاهالئلاثالتطابقاتمن

369mod3619-*أنأي،يأ13=يأ 13n.

912إذأ.2n191+4أنلنفرض.85 = 4- modيقتضيهذا.قى

9118و)n,91(=)91,4-(=أأن = 94- mod(إنوحيث.ي

9194 -4(42). 4 -4(3-) 1-4.5-4. mod،إذأ

91n18 = 1- mod،فيرما)نظريةيناقضلأنهمستحيلوهذا
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الأعدادنظريةفيمسائل124!!

.191يز2+4أنذلكمننستنتج(.اقى8=ثأ9140

نقوم.+ء=ءث240إذأ.زوجيعدد*ء-ءأنأولألاحظ.86

3aف!ن31ءكانإذا*ء.ء=ثه!340أنب!ثياتالآن mod°=.ء

صحيح.عددءد5حيث+ء2=أ+لنكتبوأ=)3،ء(أنلنفرض

ومنح!الأسإلىبالرفع2ء.أ=3modأننجدفيرما،نظريةباستخدام

3aعلىنحصلءبالعددالطرفينضربثم mod==إذأ+ء.ا+"2ء

3a mod=ذلكمننستنتج.يزفرديعددوأيءصحيحعددلأي+ء

aا221أن mod-،6أنأيىء=°a a mod.

وإلا)كلأيزيكونأنفلابد،كلا1+يز+...+"يز2كانإذا87.

يصبحفيرمانظريةباستخدام(.تناقضوهذا،كلا1علىنحصلسوف

أنبما.كلأ-ء*اأ-أنأيأ-ء*2ثأ=40كللدينا

ا-ء**(=أ-n-(1+1)ء*+...+)كيو(..........)

1Ip+"2و1pInأ-إماأنهنستنتجف!ننا +n+!!! n.باستخدام

نستنتج.+ي!(أ-+،=)أ-(+كل،1-)1-أننجد31،رقمالسؤال

نحصلسوف)!ألاكلايزأ-ف!ن،كلاأ-"ي!أ-كانإذاأنهذلكمن

)يأ-

كانإذاإذأ(.تناقضوهذا،كلاكلأ-ثمومنكلاقى(p-1,)1-جملى

-4pI1+ +n +!!! npصحيح:أيضأوالعكس.قى-105ثك!كلف!ن

5كانإذا mode-ف!ن،قىmodpفيرما(.نظرية)بواسطة"يزا-أ

1lp+2-ينتج)*(منف!نه?nolmodpكان!اذا +n+!!! np.

هيالسؤالشرطتحققالتيالصحيحةيزقيمأنذلكمننستنتج

105 modeممح.(n
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في125الحلول:الثالثالفصل

m-ء)ء-كل(-=2-?،كل!ث2ف!نفرديعددكل2-أنبما88.

2أو = 5 mode-نأيقتضيهذا."ء2+كل(")ء

2-ءأ+2-ء2+...+كل(-2l-ء)

2 [ modp-2-ء11+كل(-21-ء)1+...+(1كل212-ء)+كل(-2ء1أ=

=5هول4كل

.4=92228333لنضع.15قياس3!22بحسابنقوم98.

011117أنأولألاحظ = 7 mod44و4=)01(0و = 5 mod،

4أي =4k،أويلرنظريةباستخدام.موجبصحيحعددءحيث

ثمومن)15(!7=74أ=01modعلىنحصل

15mod3ى8لهـ11172وو=74،41117==1،أت

.أيساويأ3!ء1172للعددالآحادمنزلةفيالموجودالرقمأنيقتضيهذا

للعددالعشرطتوالآحادمنزلتيفيالموجودةالأرقاملإيجاد.09

"1)"=م!أنبما.01قياسالعددهذابحسابنقوم1314ا3

.4=1413لنضع.ه134=أ155modأننجدأويلرنظريةفباستخدام

:8و3قياس4نحسب

4=1415=15)1-(ت4هول54

4=1415=15)2-(=5هول84

4م!أننجدالصينيةالباقينظريةباستخدام = 24 mod،نأأي

نأيقتضيهذا.موجبصحيحعددح!حيثA=24+حهـم!

001mod13!13،131=134=،!هي!132=م
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الأعدادنظريةفيمسائل126!!

لكن

مر3=12916=12)31-(=6169=616=13372=213

0012619 = 61 mod=

3"أأنيقتضيهذا = 61 modفيالموجودينالرقمينف!نثمومن1314ا

.61هماأ314ا3للعددالعشراتوالآحادمنزلتي

ه؟!كه0001يحقق؟موجبصحيحعددإيجادهوالمطلوب190

نظريةباستخدامإذأ)!أ"،=ه!أنبما7.3!مو؟=0001modو

.3!هوا=أ0001modثمومن3هه=أ0001modعلىنحصلأويلر

0001b27يضأأ mod=0001أنيقتضي-اهذ.3مههواb27 1= mod.

خطيةديوفانتيةمعادلةإلىبتحويلهالخطيالتطابقهذابحلنقوم

b27=أ + k0001.نأبسهولةنجدأقليدسخوارزميةباستخدام

155537 mod=.هي3للعددأرقامثلاثةآخرأنذلكمننستنتج؟

يزأنلنفرض.قى()2،=أأنأولأنستنجالسؤالفرضمن29.

1التطابقعلىنحصلفيرمانظريةباستخدام.أوليعدد mod n=2ا+.

2+المعطىالتطابقبضرب 2 = 1 mod nالتطابقعلىنحصل2بالعدد

مستحيلوهذا،قىا1أنأي،أ=2ث40+ثمومن+2ا=2هثح4+

مؤلف.عدديزأنذلكمننستنتج.ييء2لأن

الأسإلىالتطابقطرفيبرفعف!نه"2أ-4هثأكل2كانإذا39.

2modعلىفحصلكل+1 pنألنفرضالآنا-2"2.=أ

التالية:المتطابقةممون.كل12ا-2"2-أأنيقتضيهذا.ا-2"2=أmodكل2
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الحلول:الثالثالفصل

-1ا-ء2(=-ء2()1)1-ء(+...+)1-ء(22+ا-ء2+)1

127

-=1)1+ء"1-ء(2

في

ا-ء2

علىنحصلفيرمانظريةباستخدام

)ا-،(،2+...+)ا-،(22+ا-ء2+أأت+...+أ+أ+أهول4كل

1modpتء+أ

إنحيثالآن.)ا-ء(ء2(+...+2ء(2)ا-+ء2ا+)كل،1=12أنأي

ف!نكل،1+ا-ء2+)ا-ء(22+...+)ا-ء(ء2(أ=)2وكل212أ-ا-كل

.الإثباتيتموبهذاا-ء2-أ!ث!كل2انأي،كل12ا-ء!-أ

أويلرنظريةفباستخدام2(ى)5،أ=و2")ى=2ا-ىإنحيث.49

هذا*32.ثأ-!2ىأي)*2(،3،ثأ-!2ىالتطابقعلىنحصل

موجب.صحيحعدد*ءحيث*52ا=أ+*ء*2أنيقتضي

نأوبملاحظةكلاكل(أ+!)1-ولسوننظريةبواسطة.59

(1+! l-أننستنتج،ء!2!كلأ-القيملجميعء1(كل

كل(.كل(،إ-)1+إ)1-كل

2nالتطابق69. - 3)! = 0 mod 2n)3عندمافتحقق=n.

هذا(.+!3الأن+2-3ء+و+2-3!2إذأ.+!3أنلنفرض

نأأي،2(قى-!)3المضروبفيكحذينيظهرانيزو2العددينأنهيعني

2nثمومن2nا(2يي-3)إ - )3! = 0 mod 2n.)

1:ولسوننظريةنستخدم79. =!( 1- modp-)كتابةئعيد.كل

الآتي:النحوعلىالسابقالتطابق
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الأعدادنظريةفيمسائل128!!

!3.2.1كل(..-حم).(كل-حم+1).كل(-حم+...)2

-p +k )pdom1--)1-k

علىنحصل،ءقياسالأخيرةالحدودقيمةب!يجاد

k))1-!-((k...))2-1--)1-( mode))-إ.(حم-P)

لدينايصبحوبالتبسيط

)،1كل 10 )k )1-! - 1- mod)-(مح.إ-)كل

المطلوبعلىنحصل،)1-(1علىوبالقسمة

(ء-حم).إk()1-إ--(1،)ثء40

نأنجد،أوليعددكل،5حيث،قى=كل4-بأخذ.89

نظريةباستخداموذلكءعلىالقسمةيقبلقى(أ+!)3+=كل(أ+!)1-

ءولسون

نظريةوباستخدام،أوليعددكل،3حيث،قى=كلأ-بأخذ99.

نأنجدفيرما،

5 mode+1+(كل)1-ك!أ-ء2أ+ت)1-(أك!تأ="n2x

.nx2°+1يقسمكلأنأي

فيفتحققةكل(-1لاإ)1=،كلالمعادلةأنأولأنلاحظ.155

نأيليفيمانفرضلذا.k(,p)=,)1,2(,)1,3()2,5(التاليةالحالات

علىوبالقسمةكل(=!)1-،كلأ-الشكلعلىالمعادلةبكتابةءكلء5

الآتية:المعادلةعلىتحصلكلأ-

كل(=إ)2-أ-،كل+2-،كل+...+كلأ+
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في912الحلول:الثالثالفصل

الآتية:الصورةعلىالسابقةالمعادلةكتابةئعيد

+(1 k-)كل(-)2إ=(،كلأ-1)+2-،كل()1-+...+كل

كلأ-ا؟كل-1أيضأ(.24)مثالكل-1كل(ا!)2-ف!نكل5ءأنبما

حم.،كلأ-ثمومنكلأ-احمأنيقتضيهذاأ.إيمهح!يمهأ-قيملجميع

لأنوذلك(p-)1لاإأ=،كلالمعادلةتحققلنءالقيمةهذهمثللكن

وهذا)2-ء(-،كل(2-ءكل)1-أىأو،كل=كل(ألاإ)1-ى2-ءكلأ+

).كلء5كانإذامتحققةغيرp()1-لا!أ=،كلالمعادلةإذأ.مستحيل

التالية:العلاقةأعلاهاستخدمنا:ملاحظة

.(كل(إ)1--.3.2....كل(-)1كهكل،كل.....كل-2-،كل

صى

نأنجدالسؤالفعطىمن151.

ء=كل(إ)1-3211كلأ11

+--++...+ا=ب!كل(إ)1-

lأنبما mode-1-1)=إmodp9 ( p--أkPأحم!كلأ-حيثم!

إذأح!(.أ=)كل،لكنكل(.ا-ءحم--إ)1-ك!ولكلأننستنتج

ح!ء(أ1إdom-،ح!-=2ء

نأيقتضيهذا

كل(بما-ءحمأ21-ءحم-بما=إ5=ث40كل

.88رقمسؤالمنناتجالأخيرالتطابقإنحيث

نأبما.3"ا=ثأ12140أنئثبتأنئريد.201

نحصلأويلرنظريةكافباستخدام_)121()12"كاأ=1(111-أأ=15
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الأعدادنظريةفيمسائل013!!

العلاقةمنأيضأ0311=ثأ!121على

12135 = =243 x121 +2 -11 mod121أننستنتجmod031=أ

121أنأي3،!ا=أ121modعلىنحصلالسابقينالتطابقينبضرب

.3للأساسأوليشبهعدد

modأنئثبتأنئريد.301 nمايلي:أولأئلاحظ.ا-+2=أ

،22-11=-،22(24-)1=ا-،2(4-ا-،2()1+)1
=1*-

كلأ-الأنا-ء2أ=3modوفيرما()نظريةا-ء2أ=modpأنبما

modف!ن(،زوجيعدد 3pأنيقتضي-هذا(.)كل،3(=أالأن"2ا-أ

وأ(أعلاهالمعادلة)باستخدام4pاnأ-ثمومن3كلا"2أأ-

نأبما.ء22أ-ا2ا-ىأ-ف!ن2كلاي)كانإذالكن.كل2

أنأي،nا2ا-ىأ-ثمومن3nا2ا-ىأ-ف!نn=23ءأ-

1 mod n=المطلوبوهو+2ا.

.3)=أف!نكل23إنحيث.401 5p).نأئثبتأنئريد

10 mod 5pنأبسهولةنجد.كل2=بالحالةنبدأ."35ا

013 mod-3!1593أنأيك!3=93،ك!3434=أك!أك 10 mod

.3للأساسأوليشبهعددأليسأ5العددف!نثمومن

نأنجدأويلرنظريةباستخدام.كل=5الحالةالآننأخذ

25mod25أنأي،)23(!3=أmodنأيقتضيهذا.!3=أ

256 mod=3"أ = 6 x!أوليشبهعددأليس25أنأي،3ص=34ك

.3للأساس

نأنجدأويلرنظريةباستخدامأيضأ.كلء5أننفرضالآن
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كأالحلولإلثالث:الفصل

mod 5 pأنأي،3)ء5(لم=أmod 5p34)1=أ )P.طرفيبضرب

التطابقعلىنحصل،33+بالعددالسابقالتطابق

3+p3 mod 5p=35ا-ء

كانإذا:3+"3-ثأك!3كلأنئثبتالإثباتلإكمال

mod 5pف!ن3"3=أmod p91(ثتيجة)باستخدامثمومن3+"3=أ

وأكل=2ثمومنكلا08=24!ك3أنيقتضيهذاؤك!3.3أ-modء

ثمومن3+"3!رثأ"3كلإذأ.كل!5لأنتناقضوهذاء=5

mod 5pا-ء35أحى

.3للأساسأوليشبهعددأليسء5العددأنأي

عددأنجدأننحتاجكارمايكيليآعددآليسكل2أنئثبمتلكي.501

2modوكل،4()12=ئحققءصحيحأ pالعددنأخذا-2"ء.!رأ

العلاقةمنأيضأ.كل(+)2ء،1=1أنالواضحمن.ء=كل+1

كل(+ا-2ء)1-أ=تلأكل(2-ألمج-أ=كل-+3ء+تلأكل(2-أ!ج

الحدماعداكل2علىالقسمةتقبلالأيمنالطرففيالحدودجميعأننلاحظ

نأأي،كل12كل(+ا-2")1-أأنذلكمنفستثتج.الأول

s 1 mod 2p("2-كل+1ا).كارمايكيليأ.عددأليسكل2أدقئثبتهذا

للتطابقوحيدحليوجدف!نه)كل،2(أ=أنبما.601

الشكلعلىالسابقالتطابقبكتابة.أ=

!لحر=أ=كلثأ+40كل

الحلعلىنحصلف!نثازوجيعددكلأ+أنوبملاحظة
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الأعدادنظريةفيمسائل132!!

modp+أننستنتجذلكمن!أ.كل12!كلأنالاحظ*.=كلأ

.(2"1العددهو2للعددكلقياسالضرببالمعكوس

النظاملمجققموجبصحيحعددأصغرإيجادئكافئالسؤال.701

5x 4-= mod

*=5هول64

*=6هول74

الثانيالتطابقفيبالتعويض.*k5+4=أنيقتضيالأولالتطابق

نأنجدحلهثمالثالثالتطابقفيبالتعويض.k=5+،6أننجدحلهثم

I=71+6.نأيقتضيهذا

k5+4 =t021+902=103+92=*

هوالسؤالئحققموجبصحيحعددأصغرإذأ.صحيحعددلمحيث

.(لم5=)عندما*902=

الآتي:التطابقاتنظامممون.801

,x-= O mod p

*أ+=Omodpبر

*+2=5هول4؟كل

x+-أ=5هكل!4كلبم r

ف!نه،،مثنىمثنىنسبيأأوليةأعداداكل....2رو،3ول،الأعدادإنحيث

قياس5*وحيدحلأعلاهللنظاميوجد،الصينيةالباقينظريةباستخدام

هيالمطلوبةفالأعدادلذا.!=..2روأكل.3ول

.*ت*5ك!ولكلكلا2...كل3
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في133الحلول:الثالثالفصل

31312Xو31231أنبما.41x3=123أنأولأنلاحظ.901

نأأي،3علىالقسمةيقبلA=231132(+321)312213ف!ن

)1(...............3A -= O mod

41231أنبما = 26 mod41312و = 25 mod،إذأ

4126132321(25213+mod)ت

يعطيناهذا.26مه=ثأ4140علىنحصلفيرمانظريةباستخدام

411 mod=4126132ثمومن26"ا =2612 mod.لكن

412612 =602 =313 =25mod.26'4112إذأ =25 mod.

هذا.ه254=أ41modعلىنحصلفيرمانظريةباستخدامأيضأ

4125213ثمومنم!23=أ41modيعطينا =2513 mod.لكن

412513 - 25(01)6 - 25(01) - 4 mod.4125213إذأ = 4 mod.

نأذلكمننستنتج

4132192 mod4-321)4+25(ت

علىنحصلفيرمانظريةباستخدام
4192 mod=8أ = نأأي.32192=ك!92(x92)!ه92

)2(...........41.92 mod=

نأ)2(و)1(مننستنتجالصينيةالباقينظريةباستخدام

123A = 111 mod.111يساويأ23على4قسمةباقيإذأ.

11أنأولألاحظ.x=41111ينضع.011 =155 3x5x7x1.

نأبسهولةنجد
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134ب!
الأعدادنظريةفيمسائل

dom=أ=*34

*4=ث430

*4=ث470

11x 4-= mod

4]11,7,5,3[أنيقتضيهذا mod=*1155أوx = 4 mod

.4يساوي1155على41111قسمةباقيف!نثمومن

للحلقابلثه5=ث40؟التطابقإذأ.)?("=لنكتبأ.أأ

فيالموجودةالأعدادعددأنذلكمننستنتج."يساويحلولهعددو

يساوي؟علىالقسمةتقبلالتي.،!ى،م!،ء،..أء"،المجموعة

.)5،ء("=

التطابقأننستنتج،143=أأأك!3أنبملاحظة.أ12

143*7 = 2 modالنظاميكافئأ

dom2=x117أ1

13*17 = 2mod!

114هوالأولالتطابقحل mod=*هوالثانيالتطابقوحل

137 mod=*.النظامبتكوين

11x 4-= modا

137=x mod!

143xهو،الصينيةالباقينظريةباستخدام،الحلأننجد 95= mod.

التطابقف!ن،24=3ك!8إنحيث.131

النظاميكافئ*3+*22*--2=5ث2440
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في135الحلول:الثالثالفصل

ا*3+ثر2*--2=5هول34

82 *- -2- O mod3+ثر*!

حلولوثلاثة*=,1-ثأ340هماالأولللتطابقحلانيوجد

ستةتعطيناالحلولهذه.x=,2-,1-أ8modهيالثانيللتطابق

خطية:أنظمة

x =-1mod3, x =-2mod8

x =-1mod3, x =-1mod8

11=ول840 mod,3=-x)*
x =1mod3, x =-2mod8

x =1mod3, x =-1mod8

8mod=أmod,3 x!*=أ

هي:الخطيةالأنظمةهذهحلول

24x ,1= ,7 ,14 ,17 ,22 23 mod

المعطى.التطابقحلولنف!سهاوهي

التطابقف!ن39،=3ك!أ9إنحيث.114

59*23 *+2 - -1 Omodالآتي:النظاميكافئ

ثراه=أ-2*+3هول54

91-2*+3 -1 O mod!ثر

حلأييوجدلاإذأ،أعلاهالنظامفيالأولللتطابقحليوجدلاأنهبما

23*59للتطابق *+2 - 0-1 mod.

النظامفي.أ15
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الأعدادنظريةفيمسائل136!!

ثراه=أ-2*-3هول34

154x = 2 mod!

الحلانالثانيللتطابقبينما*،=ثأ340هوالأولالتطابقحل

018,3 mod=.*خطيين:نظامينلتكوينالحلولهذهنستخدم

154 ,3 x=3modا*=أهول

!*=أهول3،4*=8هول014

03xهوالأولالنظامحل 13= modهوالثانيالنظامحلو

03x = 28 mod.03هماحلانالمعطىللنظامإذأx ,13= 28 mod.

للتطابقحلأيأنلاحظ116.

.......)1(916x2 -=1+ O mod

للتطابقحلأيضأهو

.......)2(130-1+2x mod

13xهي)2(التطابقحلول 5-= mod3ث1340و=x.يقتضيهذا

الآتيتينالصورتينإحدىعلىيكونأنيجب)1(للتطابقحلأيأن

=-t13+5حىا

=u13+5!حى

علىنحصل)1(التطابقفيالحلينهذينبتعويض.tu,-ءحيث

الآتيينالخطيينالتطابقين

91626 t013- = 0 modا

916126 + =u013 0 mod

علىنحصلأ3علىبالقسمة
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الحلول:الثالثالفصل
في137

t01-2=أ3 Omod)

1أ3 +2 10u= O mod

138هيالتواليعلىحلولهماوالتي mod=135ولم mod=،نأأيفأ

1 t = k13+8

!آأ=131+5

نأيقتضيهذا.حم،لم-ءحيث

x = 99 k916+ا

أ*=1916+07

91699هي)1(التطابقحلولف!نثمومن mod=*و

91607 mod=*.

77أنأولألاحظ17.1 - * mod*نأيقتضيهذا.(91)نتيجة

715 - *3 mod*.715بقالتطاإذأ - 2x - 4 - 5 mod*يكافئ

73التطابق - 2x -=4- O mod*الوحيدالحللهالذي

7x = 2 mod.

aكلإنحيثأ.18 mod=الصحيحةءالأعدادلجميع"ء

5للتطابقإذأ(،91)نتيجة mod p=-*"*هيالحلولمنءعدد

xء ,2,1,0=,!!! p 1- mod.

xأنبملاحظةالحلنبدأ.911 mod p="*صحيحعددلأي

نأنجدءالأسإلىالتطابقطرفيبرفع(.91)نتيجة*

2 *=" *= mod"p.*نحصلءالأسإلىالسابقالمتطابقطرفيبرفع

3التطابقعلى *=" *= modp"*.نأنجدالعمليةهذهبتكرار
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الأعدادنظريةفيمسائل813!!

mode*="**.التطابقأنيقتضي-هذاa modp="**مكافئ

.*ء=ثء40هوالمعطىالتطابقحلأنأي*،=للتطابق

التالي:الشكلعلىالسؤالفيائمعطاةالحدودكثيرةينكتب.012

(*)=**ء*+*ا-*ءا-*+...*اء++5ء

كانإذا.صحيحةأعدادهءأء،000،*ء،ائمعاملاتويز*أحيث

5التطابقف!ن5ء،=5 mod=p()*أوليءعددلأيللحلقابللم

الآنلنفرض.هء02أنلنفرضلذا*(.=5ثء40هوالحلول)أحد

5التطابقأن mod p=()*الأعدادمنفقطمحدودلعددللحلقابللم

ئعطينااهذ."=ةءكلكلا2...كللعددالئعرف.أكل،كل2.،..،كل3لأوليةا

(1 + B)ء()=هء

حيث

.!=5ءاءكل(ا...كل3)+ةء2ءكل(ا...كل3)2+...+ةء*ءا-*كل(ا000كل3*)

11بحيث،أوليأعددأنختارأنب!مكاننا + B،الأن514ءو

1=(1 + B،)التطابقأنأولأيقتضيهذا(.هء

،5 mod=()لمحي

modهوالحلولأحد)للحلقابل q=لجميع24؟كلوثانيأ،(*؟

qالأنأأيمهيمه3القيم 11 + Bأيمهأيمه3القيملإحدى4=؟كلو

التطابقأنمنافترضناهمائناقضهذا(.تناقضوهذا،11أنيقتضي

من.أكلكل،2.،..كل،3الأوليةللأعدادفقطللحلقابللم*()=5هثح4ء

5التطابقأننستنتجالتناقضهذا mod p=()*لعددللحلقابللم

.ءالأوليةالأعدادمنلانهائي
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في913الحلول:الثالثالفصل

نأ35(مثالحل)منأولألاحظ.121

!-2=.2!!5.!.أ-

نأنجد+=3أنوملاحظةللطرفين3ب!ضافة

+!1=5..2!!!.-1+3=5!(3..!.أ-+)1

ثمومن!+أ=6kأننستنتج،زوجيعدد+7..!.أ-+أأنبما

.!=6حمأ-

فيرمالعددالعشر!ةالخاناتعددأننستنتج،36مثالمن.122

عددإذأ.!-أ=*22للعددالعشريةالخاناتعدديساوي!=*22+أ

.اا!هأ22210!+=6063131يساوي+أفيرمالعددالعشريةالخانات

فيرمالعددالآحادخانةفيالموجودالعددف!نيز*2كانإذا.123

نستنتج.!=5و+=3أيضأ.(36مثال)7يساوي!=*1+22

الأعدادلأناكاملأمربعأيكونأنيمكنلافيرماعددأنذلكمن

هيالكاملللمربعالآحادخانةفيتوجدأنيمكنالتيالمحتملة

لأسمرفوعأعددأيساويأنيمكنلاثمومن(.4.15.,9،65

زوجي.

إذأ.فرديانعددان*،أويزحيث!*=*أنالآنلتفرض

22**()1-ا-**+2-*+...+*)1+ *= -1 = )x

الفرديالعددأننستنتجأعلاهالمعادلةفمنmيز،أكانإذا

نألابدإذأ.مستحيلوهذا*22العدديقسم*mا-*+2-*+...*++أ

لأيقوةيساويلافيرماعددالحالتينكلتافيأنهيعنيهذا.زي-أيكون

صحيح.عدب
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الأعدادنظريةفيمسائل14ب!5

كتابتهيمكنكانإذاف!نه،فرديعدد!=*22+أأنبما.124

الأولي2العددالعددينهذينأحديكونأنفلابدأوليينعددينكمجموخ

لكن.!2-هوالآخرفالعددثمومن

!-2=*22-1=4-*22(-*22()1إ+)1

يمكنلا!فيرماعددإذأ.يز*2كانإذا*22ا-3،1لأنمؤلفعدد

يز.*2يكونعندماأوليينعددينكمجموعئكتبأن

22*+أنبما.125 = 1- mod،الأسإلىالطرفينبرفعف!نه

.2للأساسأوليشبهعدد!أنأي،23ا-=أmod!علىنحصل

*22ش-

1=-التطابقأنئثبتأنئريد.126 O mod+pللحلقابل2س

منلانهائيعددب!نشاءنقومسوف.ءالأوليةالأعدادمنلانهائيلعدد

لأي!(!،)=ألدينا35مثالمن.ذلكتخققالتيالأوليةالأعداد

يم.يه!2مو!ينصحيحينعددين

.!يقسمأوليأعددأأكلليكن

كل.22أكلف!نF(+)=1أنبما.2!يقسمأوليأعددأكل2ليكن

ف!ن+(+،)3(=،,)أ=أنبما+.يقسمأوليأعددأكل3ليكن

كل.23أكلوكل32كل2

ف!ن+يقسمأوليأعددأ،كلكانإذاوهكذا

ز.k=2,1,...,1-للقيم+(7،أ=)لأن،كل2،كل3...،1كلأكل،2

التيا!أ*كل!المختلفةالأوليةالأعدادمنلانهائيةفتتاليةئعطيناهذا

التطابقف!نيز*ألأيأنهيقتضيهذا.يز*أالقيملجميع*كلا-تخقق

.الإثباتيتموبهذا*،=nهوحللهيوجد"2+أ=5ث40+كل
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كأ141الحلول:الثالثالفصل

عددقىف!نأوليأ،عددأز،ي،2،ول=*2أ-كانإذا.127

نأيقتضيهذا.فرديأولي

2 mod3-=ول*=*2-أ=*)1-(-أ

ف!ن،زي،2تكونعندمالكن.3اول*+2أنثستنتجومنه

مؤلف.عدد*ول+2أنيقتضيهذا.ول*+2!9

1ىأنهوإثباتالمطلوب.128 mod=عددقىأنبما2.ا-*ول

modف!ن2للأساسأوليشبه nنأيقتضيهذا.'-"2=أ

يأتي:مالاحظ.موجبصحيحعددح!حيثا-*2أ-=ح!قى

ا-*ي!22-*22=أ-ك!22=أ-+2(=أ-)2ءأ-

1-أإنحيث *2)( 2k2-أn=نأأي*!،12ا-*يه-أإذأ،*ول

!*mod2ا-*كه=أ.

أوليشبهعددأوأوليعددءولإماف!نهأوليأعددأءكانإذا912.

التطابقعلىنحصلالحالتينكلتافي93(.)مثال2للأساس

ا-ءيه2=أmodي!ء

علىنحصلللطرفيناالعددإضافةثمومن4بالعددالتطابقبضرب

التطابق

5ءي! mod+ت

.+(ءول،)=1إذأ،!(+،)=,91=5إنحيثلكن

المعادلةلمجققانء،أو+د5صحيحينعددينإيجادئريد.013

يأ!،=،يم
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142ب!
الأعدادنظريةفيمسائل

*22+=1ء2-أ

1)2*3أنبما.يز*أأنأولأينفرض + -1 2mod-)=و*22+أ

3"2 - -1 (1-)" - -1 1,0 mod،فرديأوزوجيح!كونعلىاعتمادأ،

3،2إذأ -1 mod-أ+n22عندما"222#1+"أ-ف!نثمومن

نأنجدالحالةهذهفي.+=5القيمةنختبرأنبقيئ.يز*أ

الحلهو+(ء،)=)2.0(أنأي،ء-2ثمومن!2+أ=2أ-

عددوفيرماعددمعأهوالذيالعددأنيقتضيهذا.أعلاهللمعادلةالوحيد

فقط.ه22+أ=22أ-=3العددهومرسان

1أننجدالسؤالفعطىمن.131 mod p=`نأأي،ء

كل"ءا)1+ء+...+2-"ء+ا-"ء()1-ء(=أ-

كلا"ءا+"ء2+...+ء+أأوءاء-أإماأنهيقتضيبدورههذا

أنيقتضيهذا.كلأ-ءاف!ن"أ،أنبمالكن.

.المطلوبوهو،كل"ءاا"ء+2+...ء++أ

أنبما.343هيئر=)2(ينكتب13.بر
ا+*22.أ=mod!ف!ن22ا""-=1"22(+)1*22(-=)1!22(-1)

لمجققصحيحعددزحيث"2=زثمومن12"أ+ىيقتضي-أنهذا

l++!ومن22ر=ثأ40!أنيعنيهذا.ز!+أنينفرض.ه!ز

.7!!2-2-!ىلأنمستحيلوهذا!،122رأ-=27-ثم

43،0.)2(=2ا++و"=ا+*2أنأي،ز=nأ+أنذلكمننستنتج

نأبما.لماح!،"ا-أنئثبتأنئريد.*(4*ه)ء(أ*=لمينضع133.

التطابقينعلىنحصلف!ننا"ء=أmodيهزا،يز]
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أفي43الحلول:الثالثالفصل

*mo4ء،=ثأ40مءزثلم=أ

.*340)ء(=ء11و34ه!همء()="11أنيقتضيبدورهوهذا

أء،"ا.المأنذلكمننستنتج

علىنحصلف!نناءاء،"ااو"اء،"اأأنبملاحظةأيضأ

التطابقين

أ="ءا4moكلي=أ"أءحح1moء4

1 mo4 nثأ=ي،40=أ"،"(ءحم?)

انحيثالآن10ا"اأح!،ثمومنا""ءثأ=4هيهزاأيز،أنيقتفيىهذا

ف!ننالماء،"ااوح!،"اأالموموجبانصحيحانعددان"اح!،أولم

.المطلوبوهولم،[=أح!،"المساواةعلىنحصل

نأملاحظةمنمباشرةيتضحهذا.2هوالمطلوبالعدد134.

1-أوى2=أ2odىأ- mod 2nأقليهزموجبعددلأي2يمة!ر

هز.mهكقىعندما2ىأ-إ2ينةأ-لأنوذلكقىمن

ي!ضع"ء.=041moأنأي5،"ءاأ-أنينفرض.135

وأ"-أإماأنهنستنتجومنه"اكلأنيقتضيهذا."4!هء()="

كانإذاأما،.ءاأ-ثمومنء=ثأ040ف!ن"أ=كانإذا.يلم=كل

عددلمحيث،،،ء=أ-ثمومنء=hIO(q)،=-1ف!ن"ء=

عددألميكونأنفلابدفرديانعددان"وكلأنبما.موجبصحيح

نأيقتضيهذا.موجبصحيحعددءحيث،،=ء2،زوجيأ

.،=ءح!2+أ

الأعدادف!نءقياسبدائيجذر!أنبما.136

o b e i k a n d l . c o m



الأعدادنظريةفيمسائل144!!

26(.)نظريةءقياسمختزلرواسبنظامتمثل!!،2!،...3.!،ا-"

هذا.ءقياسمختزلرواسبنظامتمثل....3.2،أء،-أالأعدادأيضأ

عددأءقياسئطابق!!،2!،....3!،ا-"الأعدادمنعددكلأنيقتضي

نأذلكمننستنتج.....3.2.1ء،-أالأعدادمنفقطواحدأ

+3+2+1+!!! )p)1- modp=اg°-++2g+3g+!!! g

لكن

+3+2+1...+(كل-1)=كل(2)1.ب5

نأنستنتجإذأ

5 modp=2+!3+...+!ا-ء!+!

سوف.)،ء،ء(أ=يكونبحيثءصحيحأعددألنأخذ.137

جذريوجدلاأنهئثبتسوفهذا.)ء("ء34هء)4ء"أنب!ثياتنقوم

باستخدام.)ء،ء(=)،،ء(1=ف!ن)،ء،ء(1=أنبما.،ءقياسبدائي

الآتيين:التطابقينعلىنحصلفيرمانظرية

،mod4ا-=أa,كلmodا-?=أ

(ء-)2/1الأسإلىوالثاني،(-)2/1الأسإلىالأولالتطابقبرفع

الآتي:علىنحصل

mod q،أ=2/)1-ء"1-،(ءmod pأ=2/)1-،"1-ء(ء

يأ،ء(ء-81،-ا)/2=أmodكل5أذ!،(كل،،)=أنلأ

نأنستنتجذلكمن2/)م!(!ء.=أmodكل5

(4(/ 2 > O(pqكا)(!كل)ءكل")4ثمومن)ء(!34ه!كلaor4.
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كأ145الحلول:الثالثالفصل

.21222.2.....23الأعدادف!نأ3قياسبدائيجذر2أنبما.138

139كانإذا13.قياسمختزلرواسبنظامتمثل - 12 mod*ف!ن

نأيقتضيهذا.*()13،=أثمومن*()13.9=)13.12(1=

نلاحظأيضأأ.أيمهأيمه2لمجققصحيحعددأ*،حيث2=؟ث4130

9x-1312التطابقنكتبأنيمكنالآن12.-26ث1340أن mod

1326الشكلعلى mod-126أنيقتضيهذا.92؟ mod=9حلول.إ

1201,6,2هيالخطيالتطابقهذا mod=التطابقحلولف!نثمومنأ

139 = 12 mod*130هي - 01,12,4 mod2.26.22أ-*.

،+=ء(ح!)1-أنيقتضيهذا.ءأ-ا+أنأولأنفرض.913

نأنجدفيرمانظريةباستخدام.موجبصحيحعددءحيث

mod pإلىالتطابقطرفيبرفع.أ!!!ءأ-الأعدادلجميع!"ا=أ

modالتطابقعلىنحصلح!لمالأس p=الأعدادلجميع!*أ

نأذلكمننستنتجأ.يمبما!يمهءأ-

nS(=1'+2'+...+(pكل(+)1-

modp-أأ++...أ+=كلأ-=أ=

الأعداد.ءقياس!بدائيأجذرأنأخذ.كلأ-اقىأنثانيأنفرض

.26()نظريةءقياسئختزلرواسبنظامتمثل!،أ!،...2.!،2-"

ءقياسمختزلروالسبنظامتمثل..3.2،أ.ء.أ-الأعدادأنبملاحظة

نأنستنتج

(+3=)كل"1(+...++3++2++)1-كل

++!+أ=pdomg-ء(!+...++22)+

5ف!نكل-1أقىإنحيث modر!p1-كان*!الو

g(ف!نg*=أroodكل = p 11-)nالفرضيحالفوهذاء34ه
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ا!عدادنظريةفيمسائل146!!

علىنحصل!*-أبالعددالسابقالتطابقطرفيبضرب.(كل-1!قى

التطابق

(+3)1-+!(أ-+)1-ء(!=)كل

5كل mod=

أنأي،كلاs)كل(ىف!نكلى!أأ-وكل*!(ا)كل(*3)1-أنبما

pdom=)كل(ئكا.5

أوليانعددانء<،إنحيث،N=،ءأنلإثبات.014

لمجققءصحيحعددب!يجادنقومكارمايكيليأ،عددأليسفرديانه،

!ء.-ل1أحىmodNو=)*،ء(1

نأأي،،قياسبدائيأجذرأ2!وءقياسبدائيأجذرأأ!ليكن

34)42=-1و(ء34هg)ا=كل-1 ) gالباقينظريةباستخدام.ه

التطابقينلمجققءصحيحعدديوجدالصينية

=a ,g modp, =a g2mod q

أ=)*،ء(.منهوثمءأ=*إذأ.يم=)ء(*34هينضع

1أنيقتضيهذا mod q=.نأنستنتجف!نناء-2!ث"4أنبما"ء

40 qثمومن!"=أولhأ-اq.

modأنينفرضالآن Nنأيقتضيهذا.*ء"=أ

=1-1(=1-qp q+)1-p((q-ف!ن،أ-ايلمأنبما.ثم*ا

نأبما.،-11،ء(-1)ثمومن،-141ء(-1)+،(-1)

q-1!ء-1ثمومن،أ-اءأ-أننستنتجف!ننا،()،،1-أ=

ف!نثمومنأ-*ء!رثأ40*إذأ.ءكه،لأنمستحيلوهذا

كارمايكيليأ.عددأليسN=،ء
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كأ147الحلول:الثالثالفصل

بقيمةيتعلقفيماحالتينندرس.2ء4*ه)ء(أ=ينضع.141

.ord(a)=ي!لم

ء"ثأ=40كلف!نيئر=لصء(ء34هإنحيث".أ،:الأولىالحالة

نظريةباستخدام.صحيحعددءحيث"ء=1+كلحمأنيقتضيهذا.

نأنستنتجالحدينذات

modpء"ء="+كلحمء)=أ

لم:لقيمالتاليةالاحتمالاتإلىيؤديهذا.لماء"ثمومن

(hهكt ,1= ,h ,p hp, ,r p (r1 1,h < r

وهذاأنيقتضياء=21ف!نلم=أكانإذا

نأيقتضي"ء=ثأ40كل2ف!نلم-ءكانإذا."،ألأنمستحيل

إذا."،ألأنمستحيلوهذاء=ثأء40ثمومن"ء=ثأ40كل

23ف!نلم-rكان =1 modءp3أنيقتضي =1 modءpوهذا

نأيقتضي?=1modكل2ف!نلم-!أكانإذا.مم!"لأنمستحيل

وهذا"ء(=الأن3ء=أكلثمومن?=أ

لم.=hpأولم=قأنذلكمننستنتج.3!"لأنمستحيل

modف!ن)ء(ء34ه=1إنحيث."-أ:الثانيةالحالة p=أa.

+ءح1أنيقتضيهذا kح!،=+ء3عندكتابة.صحيحعددح!حيث=ء

علىنحصلسوف،!ه!كلأ-حيث
2 = +1 lp modpذاتنظرية)باستخدامومنهء=1+كللم+كلكلا

الحدين(

?="+كللمء)=ثأ40كل2

لم.ء-أولمأ=ثمومنلماءأنيقتضيهذا
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الأعدادنظريةفيمسائل148!!

tالحالتينكلتافيإذأ = h=)أو4*ه2)ءt = "p=)4*ه.2)ء

وأن)يز،ء(=أأننستنتجالسؤالفعالىمنأنهأولألاحظ142.

*5صحيحعدديوجدأنهأي،للحلقابل*2ء=ث40ييزالتطابق

.m*(،5)=1ف!ن،،ء(m)=1أنبما.*بر=amodmبحيث

نأبما.*)*(!=ثأ40يكلعلىنحصلأويلر،نظريةباستخدام

mod mف!ن*،ة=ء

2 = *(*)، =1 mod m%ء،)

.المطلوبوهو

83كانإذا143. mod=إنحيث.(2=)أ-ف!نء

2ف!ن(كل=!2/)ا-ء(2ك!ثه!كل = 1- mod2)ا-ء(/p،نأأي

كل.ا2/)1-ء(2+أ

ا!ماأ(نستسحالحالهأا3كل1وأ!!أ-3أو(أكلأ=)و!كل=)أ )("كل)الع!الهم!144.

الثانيةالحالةوفيء،=ثأ440وء=4.1ث540يحققانيجبء

5فقرة92،)نظريةء=3ث540وء=3.2ث540لمجققأنيجبء

وفقطإذا(3كلأ=)أننجدالصينيةالباقينظريةباستخدام(.48مثالو

02pكانإذا 9,7,3,1- mod.

نأنجدللمقلوبيةجاوسقانونباستخدام.145
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في914الحلول:الثالثالفصل

كل(=)6(+كلكل1=)ث!2ء)1-(6(+كلكل1=)21ء)1-((كل=)2ء)1-(

وءثأ=440أننلاحظ.كل=*4أ+ينضع.146

1=2mod3+الآتية:الحساباتمنينتجالإثبات.كل=*أ

3قي(=)(أقي.)(قي=)01(كل=)بر(=)أ-

.pأ=mod،ف!ن،،يأاوكانءn=4أ+إذاكان.147

نأنستنتجللمقلوبيةجاوسقانونباستخدام

قي(=)(كل=)5(=)أ

هكaهكbه،كحيث،=كلهأنأي،مؤلفعدد،أنينفرض.148

نأبماالآنتربيعيأ.(راسبأ5=2ءيكونسوفوالاء!؟)

-أ=(قي)=(كله)=(كل"كل)

غيرراسبأسيكون؟أوءأنأي،(كل=)أ-أو(كل=)أ-إماف!نه

أصغرهو،كونئناالضوهذا،،منأقلوكلاهماءقياستربيعي

أولي.عدد،أنئثبتالتناقضهذا.ءقياسموجبتربيعيغيررالسب

modف!ن(كل=)أإنحيث. pنأبم!حظة.2/)ا-"(قى=أ

2)ا+"*(=*.ا+"2*=*.2/)ا-ء(*=*.أ=*ث40كل

modأننستنتج pا+"قى=xللتطابقحلهوmod p2=قى*.
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الأعدادنظريةفيمسائل015!!

-+092بحيثأوليأعددأء>3كانإذا015. 6nلعددكلاقى

-6*2ف!ن+صحيح +59=5modp*،وأ
3-n2) =81- modp).أنبما)p,81(=112=ف!ن(p-3(،(n).

نأيقتضىهذا

ي)((=أقي2)3(=)(=)أكل()أقي(=)*)أقي

.المطلوبوهو(92لنظريةأ)ملحوظةء=أ4modثمومن

2ف!نكل(،أ=)أو(كلأ=)كانإذا131. - 3a0 modp*

التطابقأنيقتضيبدورههذا.للحلقابل*2-5=5ث40كلأو

2 *)(3-2 *)(5-2 - 0=(15 modp)*للحل.قابل

ف!نكل(،أ-=)وكل(أ-=)كانإذاأما

2التطابقف!نثمومن(ى=)(كل()كل=)أ -15 = 5 mode*

التطابقأنيقتضىأيضأهذا.للحلقابل

2 *)(3-2 *)(5-2 - 0=(15 modp)*للحل.قابل

أوليعدديوجدييز*2صحيحعددلأيأنهئثبت.152

5p 4 modمنمنتبماغيرعددوجودئثبتسوفهذا.يهزمنأكبر

.5n+4العامالشكلذاتالأوليةالأعداد

كانإذا.ول=يهم(25)!-أينضعصحيحأ.عددأيهز*2ليكن

سوف)وإلاء>زيوء!5ف!نء14إنبحيثأوليأعددأء>2

نأذلكمننستنتج.(واضحتناقضوهذاء11علىنحصل
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كأ151الحلول:الثالثالفصل

5)2)!=أ )m،)ف!نء14أنبماأيضأ.كلmod p5!)2=أ )m.هذا

نأيقتضي

(=أ(3(=)كل(=)2)!كل(=)2)!كليي(()كل)كل

5pثمومن ,1- 4 mod4=5أنبملاحظة.48()مثال 4 mod

الشكلعلىجميعهاتكونأنيمكنلاAللعددالأوليةالقواسمأننستنتج

+15kلابدإذأ(.تناقضوهذا،الشكلنفسيأخذسوف4ف!ن)وإلا

ماوهوp-4mod5لمجققولللعددالأوليةالقواسمأحديكونأن

.الإثباتيتمبهذا.ئريده

العامالشكلذاتالأوليةالأعدادمنمنتبماعدديوجدأنهنفرض.153

7+8n.عددوجودب!ثباتنقوم.أكلكل،2.،..كل،3الأوليةالأعدادهذهلتكن

التناقضهذا.أكلكل،2...،كل،3عنمختلف+8+7العامةصورتهءأولي

.+8+7العامالشكلذاتالأوليةالأعدادمنمنتبماغيرعددوجوديقتضي

زوجيوعددولإذأ.ول=4(كلاكل2...كل23)-2العدديتعرف

8A = 2- mod.211الحقيقةفي A.بحيثفرديأأوليأعددأءليكن

سوفوإلاأ،يمهأيمه3القيملجميعكل2؟كلأنيقتضيهذا.ء14

نأنستنتجذلكمن.مستحيلوهذاء21علىنحصل

ف!نء41نأبمايضأأ.(كل؟4أكلكل2...كل3)=أ

3 2( = 2 modpنأيقتضيهذا.4(كلكلا2...كل

أ=(4(كلاكلكل..كل3)2)=(2)

8pثمومن ,1= 7 mod.كانتإذاn8+1لجميعالعامةالصورةهي
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الأعدادنظريةفيمسائل152!!

84ف!نولتقسمالتيالفرديةالأوليةالأعداد )2= 8k +1) = 2 mod

وليقسمء=7ثك!8أوليعدديوجدأنلابدإذأ.واضحتناقضوهذا

.الإثباتيتمبهذا.

40+أأنأولأنفرض.154 2pوأن"2=ثأ

إماثمومنا+ء342ه21كلأنيقتضيهذا.كل2أ+5=كليكل

2+1أنبمالكن.ا+ء342هء=2أو+ء342هأ=2 !1 mod 2pف!ن

أننستنتج"2ثأ=240كلأ+التطابقمنأيضأ.ا+ء342ه2=كل

pا+ء2122"كل)1+ = ord،نأأي

كلكل؟انكل.كل(1)1-

كل.ا؟كلأ-لمجققأ،!أ!3حيثأ،يوجدأنهيقتضيهذا

نأنلاحظ.صحيحعدديز*أحيث2كلأ+=؟كليزلتكتب

ف!نزي،2كانإذا.مستحيلوهذا211لدينايصبحسوفوالازي22

ثمومنكل!أء-2!أكلأ-أنيقتضي2كلأ+=؟كليزء2؟كل

يكونأنلابدأنهنستنتجإذأ.أعلاهأثبتناهمائناقضوهذا،كل!؟كل-1

أولي.عدد2كل+أأنأي،2كل+أ=؟كلثمومنيز-أ

ف!نء،=34k+وأوليأعددأء2أ+كانف!ذا،العكسأما

ثمومن2(أ+2كلأ=)أنيقتضيهذا.ء2أ+8=حم

1+21"221 = 1 mod 2p،المطلوبوهو"2،=ثأ240كل+أأنأي.

1ف!ن،ءقياسبدائيجذر!إنحيث.155 mod p="-ا!.

نأيقتضيهذا
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الحلول:الثالثالفصل
في153

1-كل )R2/0-P( !()1- (j-12)1 )1+ = 0 mod!ا-ء-

2إماثمومن = 1- mod)"-ا(/pgأوmod p2/)ا-"(=أg.الاحتمال

علىنحصللذا.ءقياسبدائيجذر!لأنممكنغيرالثاني

modإنحيثا!ن.2g/)ا-ء(=كل p(كل)=)إذأ،!2/)ا-ء

mod p-فرديأوليعددءو(كل=)أدأنبسبو.كل(=)أ،

.ءقياستربيعيغيررالسب!أنأي(،كل=)أ-أننستنتج

هي3لتكن.4بالرمزولالمجموعةعناصرلعددلنرمز156.

البدائيةالجذورمجموعةهي3وءقياسالتربيعيةغيرالروالسبمجموعة

كا=كلأ-أنأيضأنعرف.!!3أنيقتضيالسابقالسؤال.كلقياس

لم.=كل")1-و

3!3أنيقتضيهذاف!نصحيحالسابقالسؤالعكسكانإذا

إذاوصحيحوهذا،كل"-)أ=كل12أنيعنيهذا.33=ثمومن

صحيحعددءحيث،كل"2=أ+أي،كل"2=أ-كانإذافقط

21()مثالءموجب

كاو=كلء2=أ-اف!نكل"2=+1إذاكان

أنبما.=أ3لمأنيقتضيهذا.لمكل"=)،2(كا!)1-ا-،2=

3يكونأنلابدإذأ3!3 =،Sءقياستربيعيغيررالسبكلأنأي

.ءقياسبدائيجذرهو

نلاحظ.أوليأعددأ،زي*1،!=*22+أفيرماعددليكن.157

32و!=أ4modأنأولأ mod=-.جاوسقانونباستخدام
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الأعدادنظريةفيمسائل154!!

علىنحصلللمقلوبية

في(=)(بم=)بر(=)أ-

السابقالسؤالباستخدام.-قياستربيعيغيررالسب3أنأى

.!قياسبدائيجذر3آننستنتج

يأتي:ماأيضأنلاحظ.ء=q+1أنلاحظ.158

)سؤالءقياستربيعيغيررالسبهوءقياسبدائيجذرأي"

155(رقم

p=3mod8لأنءقياستربيعىغيررالسبهو2العدد"

92(لنظرية2)ملحوظة

و28()نظريةءقياستربيعيغيررالسبكل512=يوجد"

27()نظريةءقياسبدائيء(كاجذر-)1=،-1

ء--1ثأ-ء40لأناءقياستربيعيغيررالسبء-أ"

زتبئة2الأنءقياسبدائيأجذرأليسو(ء=3ث440و

أ-ء(وليس

ءقياسالتربيعيةغيرالروالسبكلأنالملحوظاتهذهمننممشنتج

غيرراسب2إنفحيث.ءقياسبدائيةجذورهي(ء-أ)باستثناء

.ءقياسبدائيجذر2ف!نءقياستربيعي

علىنحصليزعلىقىبتقسيم.915

+n=mq,5كيما!3يكل r

نأنستنتجذلكمن
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الحلول:الثالثالفصل

+،ا=!!فمآا+،=!ثم،=!ثم

في155

أيضأو

أ!3!يي

=5

نأيقتضيهذا

115،

يتىي)1أا=ا5+3يتىأا=5+ا3يتىا=هأ-1،

يفماا-ايتىي،أالهـ=،5يكلأي!)

111،

نأنجد*!!الصحيحدالةخواصباستخدام.016

xمكلأ-!إثمكل!ىثمكل

jو ! xإ*n(-1)ى*nأ،

n-1((xى-nx ! -n*!كلI-

علىنحصلأعلاهالمتبايناتبجمع

4xJىي!) - n *! I1ى-

إذأ،صحيحعددثمكل!!-قى*!!إنحيث

.ه!ثمكل!!-ي)*!!!ي)-أ

نأبملاحظة.161

1(2+)3*=1+34*32 + °3 + >3324 + 2 x32يميما*

نأنجد
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651ب!
الأعدادنظريةفيمسائل

3ى!!ئ3أ+ئ

3=إ!ا.ىأنيقتضيهذا

نألنفرضا!ن.اكلإ/111أ=ف!ن؟-أكانإذا162.

إذاوفقطإذا*!!*=حيث*،أ-ى*!!*!أنبما.أكه.!ء-أ

إذأصحيحأ،عددأليسء/.وصحيحأ،عددأ*كان

ء!إءا!أ-ء

علىنحصلء/.علىبالتقسيم

ه!أ--!كل!/؟!!أ

كلكل/؟

ب!.اكل!/!ا!=أأنيقتضيهذا.اكل!/!ا!=5ثمومن

ملحوظتين:بذكرالحلنبدأ.163

عددأ*كانإذافقطوإذا*!I*=و*-أى*!!! "x

صحيحأ.

يز+أكانإذافقطوإذايز+1ايز+!1،ويلسوننظريةبواسطة

وليأ.أعددأ

نألاحظ

ا!أ-أ+!يأي11+أ+يأ!ا
+n l+أأn+n l
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كأ157الحلول:الثالثالفصل

بضربأوليأ.عددأيزأ+كانإذافقطوإذاتتحققالمساواةإنحيث

علىنحصل،يز+أيالمقدارالحدود

أي-!يأ!اي7:!أ!يأ(+)1!يأ+!ا

علىنحصل،يزأ+علىالتقسيمثمومنالحدودجميعمن+-!+بطرح

ه!ايأ:!11(-يأ-!يأ!)أ

2n لأlا+

لنضعأوليأ.عددأزي+أكانإذاوفقطإذاتتحققالمساواةإنحيث

n4أ()=ايأ:!11-(أي+أ nn!-أn

*أ+كانإذا=إ)ي)(O!4وأوليأعددأ*أ+كانإذاأ=إ)ي)(4!إذأ

نأبما.أوليغيرعددأ

+2f =)n( (n -1 (4!.)n) j

n+1كانإذالم(n)=92أوليأعددأ*1+كانإذالم(n)=يأ+1إذأ

أولي.عددلم)+(الحالاتجميعفيأنهأي،أوليغيرعددأ

صحيحينلعددينقوتينبينيقع!ء5حقيقيعددأي164.

متتاليين:

"m+1()>ءيميما"يهم

وإءإ-ء!هأىأنبما.صحيحعدديز5!حيث

ف!نيه!(،")1+-"!مءأ

ييز"!!إء!ءى(ييز+1)"
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الأعدادنظريةفيمسائل581!!

.إبما=يكل=إفياثمومنيكل!بم!فيىيكلأ+أنيقتضيهذا

المجموعةإلىينتميفالصفرثمومنإء!=5أنأولألاحظ165.

متتاليينمضاعفينبينيقعقىالعددموجبأ.صحيحأعددأقىليكن.المعطاة

:ءللعدد

mكيماكايكل -)1 <a)كلn

يقتضيهذاأ-!ء-.ف!ن،هكهءأكهأنبما.صحيحعددزي،أحيث

نأذلكمننستنتج.يي!ma<n+1أو،ييزa-<1يي!كايكلأن

n=!?إ.

إذأ،5.يمهيزكهأ+،5لمجققصحيحعددأكبرح!ليكن.166

!3ائلأ=5اس!=!15

الأن*!/2إإء*ا5/إ1و*،5*،4،،22-إن8!ر

نأنستنتجأ(*ألأي*/؟2**؟5/

5e-[/52*إكلأ-/؟2*إي!!!/؟2!*إك!!/؟2*إك!!!؟!

.52e!ءأنأي

الأعدادعددأ=31،+(=)2،+(.ف!نأ=)12،+(كانإذا167.

تساوي2علىالقسمةتقبلوالتي0001تساويأومنالأقل

551011=تساوي3علىالقسمةتقبلوالتيا55115=005

فالعددإذأ.اأههه!166=تساويمعأ3و2علىالقسمةتقبلوالتي

333=166+333-005-0001.يساويالمطلوب
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كأ915الحلول:الثالثالفصل

يز(*أالقيمنكتبأنيمكنناالحدينذاتنظريةباستخدام.168

(3+2+)بم=يلأح!(ء-+3)2(ء)بم=+ء+؟+،بم

(3-2+)بم=يلأح!(ء-+3)2-(ء)بم=*ء+؟-بم

ح!فيهاالتيالحدودمنناتجة*"قيمة).صحيحةأعداد*"و*ءحيث

علىنحصلالسابقتينالمعادلتينبضرب.(فرديعدد

برء-ط!بر=أ

التالية:الحساباتب!جراءنقوم

3(1+2ش)بم!=شءا+ش؟إبم=شءا+إبم=شءا+إبم

1)-أ = tan-)شء+إبما=شء+شء=

.فرديعدد3(ا+2+)بم!فالمقدارإذأ

إذأ،*ء(-2)1!2ء-أ!2ءإنحيث:ملحوظة

.ابمإ=شء-أ

قياستامروالسبنظامتمئل..2.1.0..ييز،-أالأعدادأنبما.916

لأعدادانف!ء(،يكل)=1jيهم

m+؟ - 1a،)..،.؟++a a2,b"،

يهزعلىالأعدادهذهقسمةعند.يهزقياستامروالسبنظامأيضأتمئل

علىنحصل

!+؟=ا!!كل؟!يكل+بم،ه!.!يه!-أ
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الأعدادنظريةفيمسائل016!!

ربمالكنيز،....2.1.0،أ-القيمجميعتأخذ3البواقيإنحيث

علىنحصلالسابقةالمعادلاتبجمع.ئختيفبترتيب

ا-*ايي+بم

ء!(+")=س!ا!+؟

هـججييهـج

الآتي:علىنحصلأئلآ=ئلآ3أدقوبملاحظةبالتبسيط

يم-ايم-1ا+ب!،

س!ء!ا+س!"=يهمس!ا!+"يهم-

يهمج!-

(ء-1)س!!ا+يهم"=يهمس!افه!هم"ا،

(ء-1).(يهم-1)يهم+يهم"=يهمس!ا!!ي"ا

:المطلوبعلىنحصليزعلىبالتقسيم

ئ!افه+؟ا=ء(-()1يكل-)1+؟

يكل2

كلطوليكونبحيثجزءأزيإلىه*!هك1الفترةنقسم.017

:*لقيمالمحتملةالحالاتندرسثمومنأجزء

!أ-*!كه!،!ي!)،....2.1=

ي!)

ف!ن(*!هكهأأن)أيأأ=إذاكان

*ا=إ*!+*ا=ا!م+*ا=...=ابر+*قئأإ*?إ=5=ا

ف!نإ،*!أ-كه!أ!29*!!اذاكان

ي!)

ثيكل!.!=!-أثمومنأأ-يمهكمتى!أ
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في161الحلول:الثالثألفصل

!*!=ا*+11ا=ا*+2ا=...=!x+قى.!=5يعطيناهذا

بر!+1n-+(إ)1-=بر!+11-(+-إ)2=...=بر!+11-أ=أ

نأأي

!*!+ا*+!ةأا+*ا+اير+...+*ا+!ايأ1ات؟تأ-ثيتى!إ

.المطلوبيتموبهذا

ف!نفرديأعددأحم=21+1ءأكانإذاأنهأولألاحظ.17أ

ازا=ا2لم+12ا=الم2=2

+-ا=لمحم-أ

ف!نزوجيأعددأيزكانإذاالآن

صلأا2ابا2ا+أ(+ا2+)ا2(+ا2+)ا...+*(22+*ا12ا21

1="+1!يم

ب1(2+2+...+*-2+)!يم

2/2

ب4اب14

ف!نفرديأعددأ*كانإذاأما

بينازا=ا2ا+أ(+ا2ا+)2(+ا2ا+)...+(يأ12+ا2ا)

=1(2+2+...+يأ-أ

يأ=ة2أا=ةإ
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الأعدادنظريةفيمسائل162!!

21قى41/2إذأ = I/يز.الطبيعيةالأعدادلجميعح!إيلأ

إذاأنهلاحظ.4بالرمزولالمجموعةعناصرلعددينرمز.172

و،حيث،+=m"ومما="،نكتبأنيمكنناف!نهمما(،)قى،"=كان

لدينايصبحالملحوظةبهذه.،(،m)=أيحققانصحيحانعددانيهز

الآتي:

iا-"فهأ:أيمبما"فهيمبما"يي،"فه(،mdلص=dا ، =)n)d،*أأ:أيمبماأيمبما

11-(j ، )m،فهأ:أيمبمافهيمبمايي"-

)يي(كات

!مإكا)

4.3,3.2,2.1,..."."كل(+1)الأعدادئريب.173 gypعلى

الآتي:الشكل

.1....3.2.2كل(،-)1.كلكل،.كل(+)1

كل(+)1.كل(,...,)2+2(كل-1).2كل2،كل.2(كل+1)

i+2.,)..,(في)1-.في،في.(في)1+ -)1 p +)1.i(( )1-))p

(()1-ا-"كل(.)1+كل)1-ا-"كل(p+كل),...,2.)1-"،"كل(."كل+،كل)1

فيعددينآخرماعداءعلىالقسمةتقبللاالأعدادجميعأننلاحظ

الأعدادعددف!نصفأ،كلا-"يساويالصفوفعددإنوحيث.صفكل

وأ،كل"-2ا-"كليساويأعلاهالمجموعةفيءمعنسبيأالأولية

كل.كل(ا-"-)2
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في163الحلول:الثالثالفصل

لأنالمطلوبتحققء،أ*حيث+،=91"الأعداد174.

x2x9=91"-1-91(ا-"91=ا(.!)*(

ف!نمختلفينفرديينأوليينعددينعلىالقسمةيقبليزكانإذا175.

ف!ن!كاد1،*=ء2كانداذا.)+"62ثمومن4ا)يأ"

o)=ا-!622 (n.فرديأوليعددءحيث،قى=!2.!كلكانإذاأيضأ

نأذلكمننستنتج)قى".26ثمومن4كاا(n)ف!نأ!لمود!2و

الآتيتينالصيغتينإحدىتأخذأنيمكنيز

*=،!كل"p2=n،لميرأ

التاليةالمعادلةممافئ)قى"=6المعادلةالحالتينكلتاوفي

كلكل(ا-!-1)=3.2

فالقيمإذأ.كل(ا-!كل)1-26ثمومنكلأ-،6ف!نكل7،كانهإذا

نأبسهولةنجد.7أو5أو3هيءالفرديالأوليللعددائمحتملة

الأربعةالحلولئعطيناهذهوكل(الم،=,)2,3()1,7(هيالحلول

7.27,،32.232.=*

=14,7,18,9

".n)=6للمعادلة

ف!نمختلفينفرديينأوليينعددينعلىالقسمةيقبليزكانإذا176.

(n"ثمومن4اO m7x2?)n(.ف!ن!كاد1،*=ء2كانداذا

7*2 2 x2أوليعددءحيث،قى=ء2.كل"كانإذاأيضأ.)قى(!=ا-ء

نستنتج)*(!.ك!22"'7ثمومن4ا)يأ"ف!نأ!لمكاود2وفردي

الآتيتينالصيغتينإحدىتأخذأنيمكنيزأنذلكمن
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164ب!
الأعدادنظريةفيمسائل

=*،!كل"p2=n،لمأير

الآتيةالمعادلةممافئ)قى(!=2**7المعادلةالحالتينكلتاوفي

*7x2=(1-)كلا-!كل

السابقة.للمعادلةحلأييوجدلاأنهالآنئثبت

فستحيلوهذاكلأ=m7x2+علىنحصلفسوفأ=لمكانإذا

أوليأعددأليس`"7X2+1لأن
3(=3 O mod-1(+2ك!*7=أ+2ك!*أ.

نأتقتضي!كلكل(1)1-=2*7`المعادلةف!ن!لم2كانإذا

ئعطيناهذا.فرديأوليعددءلأنكل7ثمومنكلا7*2

فستحيل.وهذا31*7ثمومن"7أك!6=2ك!7

72'للمعادلةحلأييوجدلاأنهكلهذلكمننممشنتج X=)قى(

ييز.*أصحيحعددلأي

2أنتقتضيn()-7زيالمعادلة.177 n7"ثمومن)قى

2nنكتبأنيمكنلذا7.اقىف!ن=)2,7(أأنبماء7ا

*=؟/7ءكل،دلم،1،1?إكل،27أيميماأيميمامم

المعادلةعلىنحصل)يز"-7يزالمعادلةفيبالتعويض

ا-/77(-؟)1كلء.كل(ا--)1=ا-/7ك!؟2كلء

لتبسيطباأو

(+3-!كل1+=)!كل
!ات!ات
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كأ165الحلول:الثالثالفصل

أ.أيمهيمه3حيثأ،مالعدبإكل3=ثمومن3اإكلفيأنيقتضيهذا

القيمةعنالسابقةالمعادلةفيبالتعويض.اكل=3نأخذأنيمكنللتبسيط

المعادلةعلىنحصلاكل=3

(؟2؟=)1-!كل!كل

حيث،أمالعدبإكل=2ثمومن21فيإكلأنيقتضي-بدورههذا

المعادلةفيبالتعويض.كل2=2نأخذأنيمكنللتبسيط.2يمبماأيمه3

المعادلةعلىنحصلالسابقة

ء(؟ج-)1=ء؟ج

عددعلىالقسمةيقبليزكانإذاأنهالسابقةالمعادلةمنالآننلاحظ

المساواةعلىنحصلسوفف!ننا,73.2الأوليةالأعدادعنمختالفأولي

نأذلكمننستنتج.(زوجي=)فرديإكل(في-)1=فيإكلالمستحيلة

..73.2الأعدادعنمختيفةأوليةأعدادعلىالقسمةيقبلأنيمكنلايز

أنهبسهولةنجدأيضأ.+=2aك!6'3ك!7yالصيغةتأخذأنيجبيزأنأي

-)*".*2ف!نيم=ك!كارك!!73لمإذاكان

هو!ليكن.الأوليةالأعدادمنمنتبماعددوجودلنفرض.178

عددأيلأن)!"أ=أنأولأنجد.الأوليةالأعدادهذهضربحاصل

أولية.أعدادضربحاصلأوأوليأعددأيكونأنإما!منأقل

الآتي:علىنحصل،المعطىالقانونباستخدام

أ)!(كات=أ(؟!-كل=)كل(؟)1-

الأولية.الأعدادمنمنتبمالاعددوجوديثبتالواضحالتناقضهذا
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الأعدادنظريةفيمسائل166!!

بحيثلمد2صحيحعددوءأوليعدديوجدأنهلنفرض.917

إذأ.ا+،ءأيأو(كل12*ورة.)وباكل،ا*

الأنءأيأأ-لكن.كلا)ي)(دأنأي،كل(ا-،كل-p)O`1)=)ا0)*(

التناقضهذا.)+(كاأ+أ-أنيقتضىهذاقى،قى((.أ=)1-وكلاقى

.الإثباتيكمل

ثمومنكل!يمف!نكلاي)كانإذاأو!أنهلاحظ018.

ا!تي:يقتضيهذا.أ(-كل!)أ(-،!)

)++(كا=أ(؟-ء)!أ(؟-!أ=)أ(-!أ)ش(له)

نأأو!لاحظ18.1

يز*2القيم+(كابميع)2=+2أ(؟-كل)=+(كاي)

nزء1القيملجميع!)قى"قىأ-"

نأيقتضيهذا

+)2n(O+1(=)2)1+n((O nO(n)+)1+n(n(O

(*1+)*+(1-*)*!

*2=2

الصيغةذاتالأوليةالأعدادمنلانهائيعددوجودبسبب.182

nأ+فالقيمإذأ4،حم+4العامة = p k4=المطلوبالشرطتحقق:

1(+(1 = 0k4) + )2 = 00)2(k2(+!)*

!)*(=4k>0+1)يميما2حم k2)=
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كأ167الحلول:الثالثالفصل

=)*(ءقىللمعادلة*حلأيف!نx(ء،*،)إنحيث.183

عددهوالمعطاةللمعادلةالحلولفعددثمومن*،!يزيحققأنيجب

محدود.

)قى(ء-قى-أ=4:الصيغةعلىالمعادلةأولأنكتب.184

ف!ن،وءمختلفينأوليينعددينعلىالقسمةتقبليزكانتإذا

ي)-)ي"(ء=4أ-يركل4+

نألابدزيأننستنتجذلكمن.كل5+!5=3+2لأنمممشحيلوهذا

أنهنجدبسهولة.ءأدوأوليعددءحيثn=كل!الصيغةعلىتكون

كانتإذا.المعطاةالمعادلةتحققلاقى=!كلف!ن2=ءوأ=ءحالتىفي

كاف!ند3

(ء=n4*-)1-+كليركل2

المعطاةللمعادلةيوجدلاإذأ.كل+كل2ء2+22=6لأنمممشحيلوهذا

حلءأي

يلي:مانستنتج،قى()"/اقىإذافقطوإذا"ا+أنبملاحظة.185

)ول(ءب"س!بس!!إبس!ي)إ!ي)!
*ا،*ا،"*ا،"ببمحم

.المطلوبعلىنحصليزعلىبالقسمة

نحصل)قى(ءقانونوباستخدام،قى=فيكل؟"كتابةعند.186

الآتي:على
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الأعدادنظريةفيمسائل168!!

)يأ(ءا+2?5=أ-="5+جء++...2?)

جاتءج-أجا-

=25?(1+2أا-+...+)1

جا-ءج2ءج

يأ=(؟أء2+ء2أا-+...+1)ديأأ(؟+أءجإ

.الإثباتيكمليزعلىبالقسمة

نأبحيثيزيقسم"عدديوجدف!نهمؤلفأعددأيزكانإذا187.

أنهبملاحظة.أ!لم!يزويزيقسمأيضأيزأنيقتضيهذا.أ!"!يي

ف!ن"!بمكان)إذايميساويأومنأكبر!أو*إما
)*(ء.*ءلم++**ء+بمأننستنتجف!ننا!"!بم-ي!) ي!)

d

يوجدهزيللعدد"موجبقاسملأي.زي=3n+2ينضع.188

dأ=3modكانإذا.زي=!ءيكونبحيثزيللعدد!موجبقاسم

ف!ن"=2هول34نكاا!اذ(.يكل=2هكل!34لأنا!=2هول34نف!

الحالتينكلتافي.(يز=2ث340الأن!=ثأ340

3e -= O mod+نأبملاحظة.لم

+d e)=0mod3)!س=e!س!+س"=(m2ء)

dim*تءكو)ء،( elm

تخققالتي"()!،المرتبةالأزواججميععلىيجريالأخيرالمجموعأنحيث

نأبما.13ييز(ء2)أنذلكمننستنتج!"،=ييزو!!5و"!5

1)3ف!ن(2.3)=أ a( m،31+2)أنأي 6 n3).
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كأ916الحلول:الثالثالفصل

الأعدادإذأ.يزللعددالموجبةالقواسما+2+،.،..!*!ء+،لتكن.أ98

ذلكمن.أمنأكبرحهـوجميعهاnللعددقواسمهي...،2+ء،ا+ء)*(ء+ء،

نأنستنتج

)يأح!(ءيرايأح!+يأح!2+...+)ش(ءيأح!+أ=ح!)يأ(ء+أ

:المطلوبعلىنحصلمحnعلىبالقسمة

ء6(n!)(kn)أ)*(ء
ير+

*ح!**ح!

6x5=01x3=15x2=5x3x2=03=)n(z4أنبما.091

الممكنةالصتغأن)قى(ءللدالةالعامالقانونمننستنتجأنيمكئناف!نه

هي*للعدد

*=كل،92كل20مم،4كل،140كله9،2كل3.4

ف!ن،يزللعددقيمةأصغرعلىللحصول.أوليةأعدادء،،3،إنحيث

p,الأوليةللأعدادالمحتملةالقيم ,q rأصغر5,3,2تكونأنلابد(

فيء،،3،الأوليةللأعدادالممكنةالقيمبتعويض(.الأوليةالأعداد

هوالحلولأصغرأننجد،أعلاهيزالأعداد

.n=كل20مم4=5ك!32ك!24=072

حيثيأ=pqأو*=كل3إماف!نه2x2=4=)n(Zأن191.1

نأيقتضي6(n)=72ف!نقى=كل3كانإذا.أوليانعددان،وء

==72<3كل=3.2 =72 3p1كل+كل2+كل+

الآن.)قى(ء=72المعادلةلمجفقلاالعددينكلاوn=,278أنأي

نأتقتضيn()6=72المعادلة.ءكه،وn=،ءأنينفرض
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الأعدادنظريةفيمسائل017!!

+l(=72)p(l+)q
نحصلف!ننا9X8=18x4=24x3=36x2=72x1=72أنبما

هماحلينإلىيؤدياناحتمالينعلى

11+كل=.51+3=24

!أ+كل=.185+14=

=ه17وكل=3وn=pq=46ثمومن235=وكل=2أنأي

المعادلتينلمجفقانطبيعيانعددانيوجدإذأ.قى=كل5=51ثمومن

4=(n)46همامعأ)يأ(ء=72وء=nأ.=51وn

ف!نأوليينعددينء6أ+وء4أ+إنحيث.291

الآتيةالحساباتب!جراء.1k6(T+)=2وء4(ء+)1=2

4=2((1 = z)2(zk6( +)1 = 2 x+ح!6(2(ء=(2+2kء)أ

4=22k +)3 = z3(k4( +))1 = z)3(zk4( +)1 = 2 xأ(ء

2"ء.حم+)2="ء2k+)3أننستنتج

أنهيعنيهذا".!بمأوء!بمإمماف!ف+?=كانإ!ا.391

العددأنيقتضي-هذا.بميساويأومنأقلقاسميوجديزعددلأي

يساويأومنأقلهوبميساويأومنأقلهيوالتييزلقواسمالممكن

قاسمبميساويأومنأقلقاسمأييقابل،أعلاهالمعطاةبالملحوظة.بم

.)يز(ءيمه2بمأنذلكمننستممج.بميساويأومنأكبرآخر

نأيمكنناف!نهزوجيأعددأقىكانإذاء.أوليأعددألنأخذ.491

نكتب

(ء=ا--كل(ء+))1--كل
+n

ز+2
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الحلول:الثالثالفصل

نكتبأنيمكنناف!نه!ردياعددأيزءأكانوإذا

+*l+-أ

+2=كل(ء2)+كل(ء2)

في171

يقتضي-أنهذا.32أ+و3ايمف!ني)=ش!طكانإذا591.

زوجي.عدد)قى(ءإذأ)3(ء،=زإنحيث.)3(ءا)قى(ء

موجبةصحيحةأعدادأربعةأيضمنمن.691

فلو.4علىللقسمةقابلأأحدهايكونأنلابد+،++1+،++،32+

يز،-4kأويز-4يكونأنإماف!نه4ا+أنالمثالسبيلعلىفرضنا

كاناوإذ،(ءقى)=3نف!يز-4نكااإذ.صحيحعددء1>حيث

4k-1,الأعدادف!نزي ,2 ,4 k , 2k , 4kثمومنيزللعددقواسمهي

لاأنهنستنتجف!نناثمومبن)قى(ء24الحالتينكلتافيإذأ.)قى(ء!ى4ف!ن

المعادلةلمجققيز!أصحيحعدديوجد

.)يأ(ء=يأ(ء+1)=يأ(ء+)2=يأ(ء+)3=4

أوليعددأصغرهوءحيث،قى=كل4.كل2!...كل!لنكتب.791

لأن.ل!)قىك=rيعطيهذا.قىيقسم

ير*ءكل.كل!...ءكليركل3=كل)8(له

.المطلوبعلىنحصلللطرفيناللوغاريثمبأخذإذأ

ذاتالأوليةالأعدادمنلانهائيعدديوجدأنهأولأبملاحظة.891

:المطلوبالشرطتحقق+=ء6فالقيمإذأ،6k+1العامةالصيغة

)6(=2aكك!6حم)ير=(n1+أوك!ك(=On =)1+ a k6(.
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الأعدادنظريةفيمسائل172!!

يقبل+2أ-أنيقتضيهذا.كل!*2)1-ءقىأنينفرض.991

ولتكن،الفرديةالأوليةالأعدادمنيزعددعلىالأقلعلىالقسمة

نأذلكمننستنتج.اكلكل،2.ر..+كل،

"2=2x2x!!!x2<2*-أيراكلك!كل2ك!...ك!*كل

كل!.*2-)1!قىإذأ.فسشحيلوهذا

الأعدادأحد،يزعددلأيأنهبملاحظةيتمالإثبات2.ه0

بدراسةيتمذلكوإثبات.4علىالقسمة!ليم؟7+يم!5+يم+!2يم

4،+3وهيزيللعددا!لمكنةالصيغ +,1 4k + ,2 4k،4ء.

يقسمء+bف!ن،فرديعدديزأنبماأنهأولألاحظ102.

أيضأيقسمسوفء+bيقسمأوليعددأيأنيقتضيهذا*ء.*ء=*"+

جميعأنيعنيهذا.ء(لم!"+)02أنلنفرضالآنء.يقسمثمومنء*

الملحوظةباستخدام.أللأسمرفوعةء؟+تقسمالتيالأوليةالأعداد

a+أننستممج،السابقة bلكن.ء+؟!ءأنيقتضيبدورهوهذاءيقسم

cلأنمستحيلهذا < a + bء("+*)الأن!*+"'a=ء!*ء*).

.ء(ى"+)=5أنيقتضيقضالتناهذا

قىكل!)ول!(n)إنحيث.F)قى(=يبم*(ى)*كك!)لنضع.

ضربية!دالة)ىغثمومنضربيةدالة)قىكد!)قى(ىف!نضربيتاندالتان

حم!أوأوليعددءحيث"كل(-)أولأنحسبيذا35(.)نظريةأيضأ

صحيح:عدد

(!(ل!3-)"ككل)"(ى،-)"كل)؟كلككل5-أ-أ-)؟كل
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الحلول:الثالثالفصل
في173

ف!ن*=فيكل؟"كانإذاالآن

بم*()=؟بمكل(؟")=5؟=5

كبم."(ى)*كك!)=5أنأي

دالتان!وك!إنحيث.بم)*(=س!د!"(2)ينضع2.ه3

*ا،"(!)

يذا35(.)نظريةضربيةدالةأيضأ!ثمومنضربيةدالة!ف!نضربيتان

صحيح:عددحمأ!وأوليعددءحيث"كل(!)أولأنحسب

ءكل!!)=،ى)"(2=3ل!إكل(2)=أ+أ=كل

"،ا،)"(!5-!كل(!)إكل-1كل4-

ف!ن*=فيكل؟ءكانإذاالآن

؟=)ءكل(بم؟=)ي)(بمكلكلأ-أ(؟=.أكلآ

-أ(+=أآا=ي!)

(O(n/اءكل+

الإثمات.يتمو!ذاس!ى"(2)=*أنأي

.+ا،4(!)إ*(!

صحيح،عددأدءوأوليعددءحيثقى=!كلكانإذا2.ه4

ف!ن

كل=aا-ءكل-كهكلء2
(!(ء)ءكل=)ءكل(1-ءكل.)1-كلأ-ا+ءكل

أ-كل

علىنحصل،قى=فيكلءبكتابةف!نهضربيتاندالتانءو!إنحيث
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174ب!

:لمطلوبا

الأعدادنظريةفيمسائل

(كال!=)*(ء)*(!(ء)؟ءكل؟!)؟ءكلكل2*=؟ء2

هي3,2,1n,...,الأعدادجميعقواسممجموعة2.ه5

قاسمكلحسابتمالتيالمراتعددبحسابالآننقومأقى،....3.2،أ،.

المجموعفي

(n)(ء1+...+)3(ء+)2(ء+)ء

تمالتيالمراتعددف!نثمومنالأعداد،جميعيقسمأالقاسم

ا.ي!ا=قىيساويأع!هالمجموعفيأالقاسمحساب

الأعدادضمنمنالموجودةالزوجيةالأعدادجميعيقسم2القاسم

في2القاسمحسابتمالتيالمراتعددف!نثمومن+،....3.2.1،

.211يساويأع!هالمجموع

ضمنمنالموجودة3العددمضاعفاتجميعيقسم3القاسم

القاسم3حسابتمالتيالمراتعددف!نثمومن+،....3.2.1،الأعداد

حيث،يزالقاسمإلىنصلحتىوهكذا.ا3ايساويأع!هالمجموعفي

إذأ.اي!ا=أيساويأع!هالمجموعفيحسابهتمالتيالمراتعددإن

علىنحصل

(ء1)+)2(ء+)3(ء+...+)*(ء=!!ما+ااز+ا3ا+...+ا!ما

"12قىييزوييز()ير=أكانإذا:التاليةبالملحوظةالحلنبدأه6.2
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كأ175الحلول:الثالثالفصل

2ا"1يهميكونبحيث2"وا"وحيدانموجبانصحيحانعددانيوجدف!نه

نأخذالآن.للقارئذلكإثباتنترك.ا"()2"،=أو"2"ا"=و2!1قىو

نأئثبتأننريدوييز(،)قى=ألمجفقانيزويهزموجبينصحيحينعددين

(G(mn)=G (m)G (n

الآتي:ب!جراءنقومأعلاهالملحوظةباستخدام

ح!nmكل()=يبم،لم"()

لمير=)2"ا*(=لم!(لم)1")2"(

بلأ=أأي!لم"(1)ئما"(2))

=!ء!لم*(1)ذا!ءلم"(2)=ح!(شء(قى)

ضربية.دالةح!أنئثبتهذا

السؤالباستخدام.)قى(ء=2قىف!نتامأعددأيزكانإذا2.ه7

نأنستنتجلذا.)قىحم(ء>مح(ءn)العلاقةعلىنحصلأ98رقم

n(=)=2ي!لمحم k n2(ء)حيحم(nء)حم

زائد.عد؟ك!العددف!نثمومن

نألاحظ."2(ء*11)!*2"2(أ*)1أنئثبتأنئريد.802

"2(ء!أك)1=،2(ء)11(ء)=ا+"2(-1!)كأ(+)11

=ا+"2أكرأ+ا+"2-12!ا+"2أك!أ
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الأعدادنظريةفيمسائل176!!

ذلكمن.ح!د3لأنوذلكأ+"122-5!يلأنصحيحةالمتباينةإنحيث

ح!.د3الصحيحةالأعدادلجميعزائدعد؟"2أك!أالعددأننستنتج

وءحيثقى="2"2(1-)1أنيقتضي-السؤالفعطى2.ه9

3ا-أ-ف!ن،فرديعددكلأنبما.فرديانأوليانعددان،2أ- p12ومن

نحصل2فيبالضرب.موجبصحيحعددحمحيث"2،أ=13k+ثم

:المطلوبعلىنحصل9قياسبالحساب."2=ح!6+2على

9(1 = k3) +)1k6( +)1 k18=2 k9+ -=1+ l mod-2ء2(ا-ء=*

الآتي:علىنحصل51"كل(ء)قيمةبحساب021.

)،5"كل(ء=ا+"كلأ-ك!ا+،5-أ=أ(ا+"كل-))ا+"(-كلك!أ(ا+،5))ا+،(-9-

كل1-5-أأ؟كل)1-كل)ب)1-4-

،5"كل=ك!أ-)ا+ء(-كلأك!5-!(

11 -أq-كل1-

التالي:يعطينابدورههذا.ه5!وكل!3ف!ن2<كل<qأنبما

l)1<،أ)ا+،(-5-!أ +"(-كل-

!3

كلير3حما-كلا-3!-أحما-كلا-3-أيرحم--

-أا-كل2

أ!5
يره5حما-5ا-5!ا-5-أحم-5-أير1حم--
ا-4-5

نأذلكمننستنتج

15

،كل(ءهلم)!5/8،كل!،كل2هلم

ناقص.عددكل51kالعددف!نثمومن
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كأ177الحلول:الثالثالفصل

nيكونلكيأنهنستنتجالسابقالسؤالمن1.21 = p 4qتامأعددأ

يقتضي-هذا.زوجيتامعدديزأنأي4،=2أوكل=2يكونأنفلابد

أن

كل24=231-23(-)1

ف!نكل=2كانإذا.أوليانعددان23-1وrإنحيث

نأأي،ه=7و3=3أنيقتضي022=23(ا-23-)1

يقتضيكل2!ك2=23(ا-23-1)ف!ن4=2كان!اذا.يم=22ك!7=28

مستحيل.وهذاكل2=5ثمومن3-2أن

الصيغةعلىكتابتهيمكنالذيالوحيدالتامالعددهو28العددإذأ

.أوليانعددانكل02حيثكل24العامة

I?!كل2(كل+1)أنئثبتأنئريد212. p2(6 2x2<))1+p2(

نإحيث.أوليينعددين2كل+91كل3>كان

2(ءكل(2كل+=))21(ء)كل(ء)2(ءكل+)1

1(2+3)p +)1 p2( + )2 = 6(p=

26(كلكل+1)أنأثبتناإذايتمسوفالإثياتف!ن )p +2)l <2x2.لكن

لأنصحيحةمتباينةوهي<3كل42-كلللمتباينةفكافئةالمتباينةهذه

pأ=3:كل5! (p - )4 > 3 x=العددأننستنتجذلكمن.كل42-كل

ناقص.عدد2(كل2كل+1)

لنفرض.تامعد؟4(4+)1=6العددف!ن4،=2كانإذا213.

q+)1كانإذا.أوليعد؟25>أنالآن (qزوجيعددأنهفبماتامأ،عددأ

أوليوعدد،2أ-أنبحيثكلأوليعدديوجدف!نه
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الأعدادنظريةفيمسائلب!178

5(q+21(1-ء2=)°-)1

أ-2أو،2،12=ثمومن5"2=أ+او5"2=أ-أنيقتضيهذا

العدديجعل4=2هووحيدأوليعدديوجدإذأ.مستحيلوهذا

تامأ.عددأ5ه(+)1

nالعددأنلنفرض.214 = pqr2أنأيتام،عددn=قى(ء(،

p+31هكل2=) +)1(q +)1(r)

غيرأعلاهالمعادلةف!نفرديةجميعهاrوqوكلالأعدادكانتإذا

بينما2اا7هكل2الحالةهذهفيلأنهالتحققممكنة

1(+81 ) p +)1 (q +)1(r.أو5أوكلالأعدادأحديكونأنلابدإذأ

تصبحأعلاهالمعادلةالحالةهذهفي.كل=2أنلنفرض.زوجيأعددأ

3)q +)1(r +)1 = 4qr

.أوليانعددان3و5لأنr=3أو4=3ثمومن3اqrأنيقتضيهذا

نحصلالتبسيطثمومنالسابقةالمعادلةفيالتعويضعند،الحالتينكلتافي

تامأ.عددأليسالعددأنئثبتهذا.مستحيلوهذاأ=0على

نكتبأنيمكنالسؤالفعطىمن.215

!=،2(أ-،2-)1

1(-2"-1)2"=

6<الشرط.أوليانعددان5وكلحيث P < Q-أنيقتضيq2ىكلى،

أنيقتضي-هذا.4-كل!2ثمومنفرديانأوليانعددان5وكلأنأي
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كأالحلول:الثالثالفصل

.،2جيمك!4ء2أو،-،2ير4

إنحيثطلكن.،2أ-!،2*4-أأنذلكمننستتتج

وأ،2-أ>ء2(4-)!علىنحصلاذآ4xء2-أ>ء2(4-)1

"2-أء4

ء2-أ

الآن

ء=28ك!ء-ء2-ك!4!أ4

أ-ء2!

.المطلوبوهوء16!ععلىنحصلومنه

ف!نبدائيفيثاغورسثلاثي*(،للء،)كانإذا.216

=*ممكلا-22=لو،2=ح!؟دمممم+2فى2

و،زوجيالآخروفرديأحدهماموجبانصحيحانعدداندوءحيث

3<r32-2أن-يقتضيهذا.3(كله،)=أوrفرديانعددان32كلا+2و

نأأي،لم=2ممهز=8هوواحداحتماليبقى.?8و*!8ثمومن

يكونأنلابدأنهنستنتج3و3يحققهاالتيالشروطبسبب.كل!=4

وهولل،رر(=)ء،17,8,15()الثلاثيئعطيناهذاكلا.أ=وغ4=

.السؤالشرطلمجفقالذيالوحيدالثلاثي

فيثاغورسكثلاثيةمعطاةالمطلوبالزاويةقائممثلثأضلاع.217

إنحيث4.=دو*2تساويولالمثلثهذامساحة*(.دو،21،

حلأ:12المعادلةلهذه.دل=!المعادلةلدينائصبحإذأ،ول=03
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الأعدادنظريةفيمسائل018!!

(*ل!،)=,)06,1(,)03,2(,)02,3(,)15,4(,)12,5(15,6()،

,6()15)5,12(,)4,15(,)3,02(,)2,03(,)1,06(,

*(ل!،)=12,5()هوالزاويةقائممثلثأئعطيناالذيالوحيدالحل

لمجفقواحدمثلثيوجدإذأ122+52،=132أنبما.زوجيعدددولأن

x(.د!،2،)=)13,12,5(هيأضلاعهالذيالمثلثوهوالسؤال

فيثاغورسثلاثيةئكؤنالمطلوبالزاويةقائممثلثأضلاع.821

((:يل!،ء،)

x=ح!مم(2-)32

2krs=ل!

ء=ح!مم(2+)32

موجبانصحيحانعددانكهوrو،موجبصحيحعددءحيث

المحيطقيمةأنبما.)3.3(أ=و،3>3و،زوجيوالآخرفرديأحدهما

+4x+ح!=03ف!ن،03تساوي yأي

rk(=15(r+ s

.k=15,5,3,1ثمومن115kأنيقتضيهذا

)r+3)=15المعادلةلدينايصبح!ح-1حالةفي rهيحلولهاوالتي

)15,-14()2-51(,)2,3(,)14,1(,=(sمم،)

المعادلةحلأننجد3و3تحققهاالتيالشروطبملاحظةلكن

15=(3+r(rهو)2,3(r(=.s)الحلئنتجبدورههذا.فقط

)13,12,5(=(z،،لأ)*.

ثلاثيأيينتجلاحمب،155,3الحالاتفيأنهنجدفشابههبطريقؤ

هوالسؤالشرطلمجققوالذيالمطلوبالمثلثإذأ.السؤالشرطلمجفق
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الحلول:الثالثألفصل

.*(،دل،z)=)13,12,5(الثلاثيةذوالمثلث

في181

فيثاغورسثلاثيةئكونالمطلوبالزاويةقائممثلثأضلاع.921

:*(ل!،حط،)

x=(ح!مم2)32-

2krs!ل=

ء(ح!=مم2)32+

موجبانصحيحانعددانكهوrو،موجبصحيحعددءحيث

قيمةكانتإذا.)3.3(=أو،3!3و،زوجيوالآخرفرديأحدهما

أء

وا،لل*2*لل+2ف!ن،المحيطقيمةئساويالمساحة

sk(=2(r- s

فالمعادلةءأ-كانإذا.ء-2أومحأ-ثمومن12kأنيقتضيهذا

يعطيهذا.3()كله،=)2.3(هووحلها33(3-)=2تصبحأعلاه

تصبحأعلاهفالمعادلةء-2كانوإذا.x(،دلء،)=)13,12,5(الثلاثية

.r)=)1,2(وحلها3r()3-=أ s).الثلاثيةيعطيهذا

)01,8,6(=(z،،دل)*.وهماالسؤالشرطلمجفقانمثلثانيوجدإذأ

*(.دل،)ء،=,5(,12,)6,133(,8)01بالثلاثيتينمعطيان

إذالأنهالسؤالشرطلمجفقالزاويةقائممثلثأييوجدلا022.

ف!ن،المثلثهذامثلأضلاعتمثل*(ل!،2،)فيثاغورسثلاثيةكانت

sin°06أو50ns*=/ء = y / zالقيمتينوكلاx / zو/yلz

نسبي.غيرعددsin°06=بم/2بينما،نسبيينعددينئمثلان
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نأبملاحظة.221

الأعدادنظريةفيمسائل

2M)1-ا-*2(-2)1-*2(=أ-*2=*

مثلثعلىنحصل93نظريةفي23="أ-وr=ا-+2بأخذف!نه

حيث*(،لم2،)بدائيفيثاغورس

*=Mكل!

!ل=2ئأ-*!م

حد=أ-*22-*!،

حيث،ل!=*حملمجققفيثاغورسثلاثي*(لو،ء،)كانإذا222.

.من*1(2+ح!)2=23ئصبحسوفير2+دل2=!رر2المعادلةف!ن،جم>5

أ+ح!2يكودنأنلابدأنهنستنتج1(1)نظريةللحسابالأساسيةالنظرية

يأ،1+!ح2=لم2لمجققلمموجبصحيحعدديوجدأنأيكاملأ،مربعأ

علىنحصلف!نناء5!و،5!أنبما.ألم(=لم"ء-)ء+أن

لأنمستحيلوهذاء0=ولم=أثمومن،-حمأ=ولمء+أ=

.السؤالشرطلمجققفيثاغورسثلاثيأييوجدلاإذأءح!!5

ف!نبدائيفيثاغورسثلاثي*(،لم،!)كانإذا223.

*،32-32=لل2=؟فىممح!=مم+2فى2

والآخرفرديأحدهماموجبانصحيحالقعددانفىوrحيث

*=تم2أيكاملأ،مربعأ*نريد.)3.3(=أو3،كه!5و،زوجي

وأ12،=32كله2المعادلةئنيجهذا.صحيحعددلم!5حيث

لم2+كله=مم2
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ثب183الحلول:الثالثالفصل

(فرديعددلمف!نفرديعدد*أنبماأنهالاحظأنيقتضيهذا

لم=يي2-2*،كه=2*يي،مم=يي2+2*

و،زوجيالآخروفرديأحدهماموجبانصحيحانعددانيزويزحيث

*(دل،2،)الثلاثياتأنذلكمننستنتج.يز(أ=)قى،ويزء+!5

هيالمطلوبة

بوأ=يي(2-ي،2)2

2(y =4mn( m2 + nي

42+2 + nاء=يي4+6يي

ف!نبدائيفيثاغورسثلاثي*(،لل2،)كانإذا

3-r=*

2rs=!ل

32+2r=!ح

زوجيووالآخرفرديأحدهماموجبانصحيحانعدداندو3حيث

>r sهذا.مم2+كله2=*2+9ف!ن!ح=لل9+كالقإذا.مم()3،=1و

ف!ن3!3!5أنبما.3=3د3ومنه3(-كلا2)=9أنيقتضي

3+3=r.بدراسةوذلك،فى()3،أ=يكونأنفلابد)3.3(أ=أنوبما

ثلاثياتإذأ.كله=3k,ء1,3+ء23+:3لقيمةالمحتملةالحالات

النحوعلىمعطاةالسؤالشرطتخفقالتي*(،دل2،)البدايةفيثاغورس

الآتي:

6=*9+ي

2 + 6sلل=!كلم

كلم!=92+*+2
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=)3.3(.391>5حيث

الأعدادنظريةفيمسائل

كانإذاأنهمبدئيأ*2+ود2=242المعادلةمننلاحظ.225

ثمومن2اا*2+ول2ف!نفرديينعددينy=121+و*=2k+أ

فرديأولوأو*المقدارينأحديكونأنيمكنلاأيضأ.*2+ول24222

إذأ(.فردي=زوجي)المستحيلةالمساواةنحصلسوفإلاوزوجيأالآخر

دو.=2الووx=ا*2لنكتبوزوجيين،عدديندوو*يكونأنلابد

المعادلةعلىنحصل*2+دو2422المعادلةفيبالتعويض

بر*+ل!بر=ح!

04()نتيجةأننستنتج

2-!،=ح(حمrكلا+2)2 ,)2s ,y =2krsا*(حممم=

ثمومن

،)كا2،!ح=حم(مم2+كلا2) y = 4krs2(مم2-كلا k=*

أحدهماموجبانصحيحانعددان3و3وصحيحعددk!5حيث

3!5و،زوجيالآخروفردي < sمم()3،=أو.

،*الأعدادمنعددينأييقسم"كانإذاأنهأولأنلاحظ.226

ف!ن*اءو"ا*كانإذامثلأ،:)الثالثالعددبقسمف!نهء،لو

"اللأننجد8،مثالباستخدام".2ل!213ثمومن2"اء2و2ء*ا2

بحذف.*(،دل)=*(2،)=دل(2،)=*(،دل2،)أنذلكمننستنتج.(

نأنفرضأنيمكن،المشتركةالعوامل
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الحلول:الثالثألفصل
!185

((((=)ل!،يل!(=)ء،ي((=)ء،يل!،=)ء،1

عددوالآخرفرديعددءودوالعددينأحدوفرديعدد*ثانيأ:

فرديينعددينءولويكونأنفلابدزوجيأ،عددأ*كانإذا:زوجي

4قياس*2+3دو2=22المعادلةبحساب(.*(،دل)=*(ء،)=1الأن

O+3علىنحصل 4dom1=)1(،يكونأنلابدإذأ.مستحيلوهذا*

زوجي.عددوالآخرفرديعددءودوالعدديناحدثمومنفرديأعددأ

الصورةعلىالمعادلةلنكتبالآن

ل!3(=2*-ح!)z((.............)*+)كيم

يقتضي-!اء+xو!اء-xذأ!.ء(-*،ء+*)=!لنضعو

إماأنهأي،!اثم!(ء2،)=*(2ء،)=2ثمومن!اثلاو!اء2

1=g2أو=g.

زوجيعددءوفرديعدد*الحالةهذهفي.!=أ:الأولىالحالة

إماعلىنحصل)*(المعادلةمن.فرديعددلوو

2z - =x ،2! +z =x b

2x = a+!ح!،2"=*-ح

الحلينالتواليعلىيعطيناوهذا
يمكنناف!نه*!5أنبما.*(،للحد،)="(+(2-)2!طه،"،2+2!)

هوواحدكحلإلحلينلهذننظرأن
فرديانعددان؟وءحيث*(ل!،،ح!)=(ء2-2!طه،ء،2+2ءم!)

22
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الأعدادنظريةفيمسائل186!!

3a,1=)b)j.

فرديوعددءوفرديعدد*الحالةهذهفي.g=2:الثانيةالحالة

الصورةعلى)*(المعادلةنكتب.زوجيعددول

3(ز2)=ء(2بوء29بو)

x(/2(=1(z(/2,إنحيث + x-"الخطواتنفساتباعفعند،ء

2)2الحلعلىنحصل،أعلاه + aحيث*(،لل2،)=2"(-2!،كلم!طر

.(3a)"،=أوزوجيروالآخفرديأحدهماعددان؟وء

للمعادلة*(5،لل0)02،موجبصحيخحليوجدأنهنفرض227.

يأيوجدلاأنهنفرضأنيمكنالسابقالسؤالفيكما.*23+ل!27=22

نأأي،ء5ول!5و5*الأعدادمنلأيالواحدمنأكبرمشتركعامل

ل!،5*(ل!(=)5ء،5*(=)5ل!،5*(=)5ء،5أ=)5ء،5

ف!ن3يرة+ل!7ة=2ةأنبماالآن.0*()7،=02()7،=1أنيقتضيهذا

7modنأيقتضيهذا.3يرة=2ةثه

أ=ئمء(=)3(7ة=)؟(ة7بو"=)(تم)

لأنمسشحيلوهذا

تم()=-(321)7211(3)=-(3)=-أ

للمعادلةموجبةصحيحةحلولتوجدلاأنهذلكمنن!تنتج

.*23+ل!27=ح!
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في187الحلول:الثالثالفصل

عددأيتكونأنممكن*ف!نلل=1كانإذاأنهأولأنلاحظ.228

موجب،صحيحعدديزحيث*(،لل،)=)1،قى(أنأي،موجبصحيح

*.لمد!*=للمعادلةحلولأتمثل

أوليأ.عددأكلليكن.لو،2أنأي،لل21أننفرضالآن

*.(لر*=xلالأنكل*اف!نكلل!اإذاكان

عددآأ!حيث"كلا*اأنينفرض:كلاللف!نكل*اكانإذا

فيبالتعويض.)1*،كل(أ=حيث*=ا*"كلأنيقتضي-هذا.صحيح

*)ا-لم("كلا-لمل!=أو*"لمكللم=ل!ا*"كلعلىنحصل*لمل!*=المعادلة

ل!.-1أ،9آأ!لأنكلال!اثممن

الأولية:العواملنفسلهمالوو*أنذلكمننممشنتج

*=؟؟ءكل،ل!=؟!كل،?،1لمءأ

وأءودء=+لمعلىنحصل*لمد!*=المعادلةفيبالتعويض

ءل!(-)1=لم،أيمبماأيمبمامم

نحصلثمومنلل-lكبمالمف!ن(لل،3أن)أيللأ-21كانإذاالآن

على

!ل=؟كل!ءا-ل!2؟=)ا-ل!(23ءا-ل!2!ل!

ف!ن!لأ-21أنبماأنهحظy>.واضحتناقضوهذا

يكونأنلابدإذأ(.2ا-لم="+)1ا-لم=أ+لو(-)1+...+أ!لو

2المعادلةئعطيناهذا.دل=2ثمومندلأ-أ= = 2x*2ثمومن-*

(.x!5الأن
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الأعدادنظريةفيمسائل188!!

لم*دو*=للمعادلةالموجبةالصحيحةالحلولأنذلكمننستنتج

موجب.صحيحعدديزحيث*(لل،)=)2.2(،)1،قى(هي

عندمامتحققة(n-1)=1+!قى2المعادلةف!ن+يمه5كانإذا922.

الشكلعلىالمعادلةلنكتب.يي!6أنلنفرضءيي=5

أنبمالكن=!)2-قى(.قىأ+علىنحصلبالتبسيطقى(.=!)1-قى2أ-

المعادلةأنيقتضي-هذا.nز(-2)!ء2(قى-)2ءى+أف!ن+!6

حلالمعطاةللمعادلةإذأ.+!6للقيممتحققةغير*(-+!)1أ=2*

.+=5هووحيد

و؟يقسمان"وءموجبينصحيحينعددينوجودبفرض.023

5 moda=+"نكتبأنيمكنناى'c=م!و"ء!"=bو

ka=كاهc،ء،حيث"'d،يعطيناهذا.موجبةصحيحةأعدادء

cأ + dءحم
===-

"حم"حمحمحءم"حء

.المعطاةللمعادلةحلهوx(دو،)=(ckkd',)"أننستنتجومنه

أحدهو*(،دل)وليكنللحلقابلةالمعطاةالمعادلةأننفرضالآن

الصورةعلىالمعادلةنكتب.الموجبةالصحيحةالحلول

(axy= b (x + y

عددان"وءحيثلل!*=و*!ء=إذأ.*(لل،)!=لنضع

تصبحالسابقةالمعادلة.ح()"،=أوموجبانصحيحان

(agdc= b (c + d
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كأ918الحلول:الثالثألفصل

السابقةالمعادلةمننستنتجومنهح،ح(أ=)!+ف!نأ=)!،ح(إنحيث

ء(,)ط=1إنحيثوأيضأ.ء"الدينايصبحمشابهةوبطريقة.!"اأن

.ءء+=5ث40ءأنأيcء+"يقسمءف!ن

نبدأسالبأ.كلاهمايكونأنيمكنلادوو*أنأولأنلاحظ.123

الشكلعلىكتابتهايمكنالمعادلة.*يمهدوبافتراض

6*)كيم(............ + 6y = 5xy

نأيقتضيهذا

5xy+ل!6!*6+ل!6!ل!12 x16=I

هذهبتعويض.*=،أ++2إذأ(.لل!5الأن*يمهأ5/2ثمومن

.*(،لد)=,)6-,1(,2(3)الحلولعلىنحصل)*(المعادلةفيالقيم

الحلولعلىنحصل،دويمه*افتراضعند،الطريقةوبنفس

هيالمعطاةالمعادلةحلولإذأ.*(،دل)=,)1,6-()2.3(

)2,3()3,2(,)-1,6(,)1,-6(,=(y،ي))

2yx+دو*=2أ-المعادلةمن.232 xy+نستنتج*2دو2+ص2دو

ثمومنل!يوا1أن

يو(ل!،)=،)101(,)1-,1(،)1،أ-()1-,1-(

المقابلةالقيمةعلىنحصلالأصليةالمعادلةفيالقيمهذهعنبالتعويض

هيالحلول.ءللمتغير

(z)=,)5,1,1( -,i(-,i,)i-( ,i-,i,)i-(-,i ,ii،!ل،))x
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الأعدادنظريةفيمسائل591!!

زوجي.عدددوأننستنتج2x*د+3د!242=المعادلةمن.233

تصبحالمعادلة،لد=لا!ثبكتابة

لمي!*+لميلا2=6

فيبالتعويض!لا.،أ+=+،3،2++6ثمومن!لاا6أنيقتضيهذا

نأبما.*،!=+،3+,177+التواليعلىنحصلالسابقةالمعادلة

هيحلولثمانيةالأصليةللمعادلةإذأ،دل=!ثلا

*(ل!،)=،)ث،!(ة(،)4+،3،)جم!،7(ة(+،17)12

الحلهوm(,n)=)1,2(أنبسهولةنجد+!3كانإذا.234

اللمعادلةالوحيد

أ2+إلاإ3+...+إيمىأ=إ+22

التطابقعلىنحصل4قياسالمعادلةبحساب.يز!4أنالآنلنفرض

4!3+!2 - 2m dom+!أ+2

أنهيعنيهذا.للحلقابلغيرتطابقهوو،يهز2=3!4بالتبسيطأو

m(،n)=)1.2(أننستنتج.يز!4عندماالمعطاةللمعادلةحليوجدلا

للمعادلة.الوحيدالحلهو

التطابقف!ن،للحلقابلةالمعطاةالمعادلةكانتإذا235.

7=3+6x +3y3z mod

73أنبما.للحلأيضأقابل =1-,1,0 modفيرمانظريةوبواسطةء

76 =1,0 mod،*73أننلاحظ =2-,1-,2,1,0 modل!و3+!ح
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في191الحلول:الثالثالفصل

76 + 3 = 4,3 mod*.نأنلاحظ،الاحتمالاتجميعبدراسة

3 23+ mod7صحيحةحلولتوجدلاأنهيعنيهذا*.6+3!رلو

.*6+3=ل!3+ح!3للمعادلة

نحصل5قياس*32+*2+5دو+0=7المعادلةبحساب.236

3!5التطابقعلى *+2 =2+ O!هماحلانلهيوجدوالذيثم

5x 1= mod5وx 2-= mod.الصورةعلىالحلينكتابةعند

x t5+1=وt5+2-=xالأصليةالمعادلةفي*عنالتعويضثمومن

كالتالي:معطاةالحلول.دوقيمةعلىنحصل

y(=353-لم2!-،)2- +1( t05-,t5،)بو

1(++2 5tt05-,3 +t552 -20t-)

عددصحيح.لمحيث

،4بالعدد*44-2=!ل()y+1المعادلةطرفيأولأنضرب.237

المعادلةعلىلنحصلدوالمتغيرفيالمربعب!كمالنقومثم

الصورةعلىكتابتهايمكنوالتي4-7=د!2(+2)1

لدينايصبحبالتحليل.*4(2)2-2(لو+2)1=7

42*2+ل!1+2)=7 - 2y )1-(4x).الاحتمالاتيعطينابدورههذا

الآتية:

-ل!2-2*14=1د،1د7

1*24+2ل!+=71د،أد

نأنجد،أعلاهالأنظمةبحل

)-1,-2()-1,1(,)1,-2(,)1,1(,=(y،)*الوحيدةالحلولهي

.*44-2=ل!ل!()1+للمعادلة
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الأعدادنظريةفيمسائل291!!

2x+ل!2المعادلةطرفيبضرب238. + y = xثمومن،4بالعدد

المعادلةعلىنحصلدوو*المتغيرينفيالمربعإكمالط

الآتية:الاحتمالاتيعطيناهذا.(2x-2)1+(2لو-2)1=2

12يوأ-=،أدأد

!y!=1-2،أدةأ

الأربعة:الحلولذلكمنينتج

.يو(ل!،)=،)505(,)1,0(,)0,1()1،"

ثمومن2بالعدد2دل+5x+7دل=3المعادلةبضرب.923

المعادلةعلىنحصلللطرفين35إضافة

+35=4141y+ور4+أيوهy

412x=)5+المعادلةلدينايصبحبالتحليل )7+(2y)ثمومن

12بو+7=،أدد14

!y!=5+412د،أد

:الحلولئعطيناهذا

x(.ل!،)=,)18,3-(,)23-,4-(,)2-,17()3-,24(

ترتيبتغييرالأن*يمهلليمهء!أيمهأنبافتراضالحلنبدأ024.

المعادلةف!ن*-أكانإذا.(الأصليةالمعادلةجوهرمنيغيرلنالمتغيرات

،*!2يكونأنلابدإذأ.مستحيلوهذا،12+أ12+2=5

!لءلمي!

يصبحفسوفلثا!3كانإذالكنلثا.!2و2!2ودل2!ثمومن
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في391الحلول:الثالثالفصل

لدينا

أ=أ+أ+أ+12!!+إ+إ+إ=31كهأ

3694442 2z 2w!بو2ل

نأيقتضيهذالثا.!2يكونأنلابدإذأ.مسشحيلوهذا

2!يو!ل!!ءلمل!!!2

نأأي*،=د!=2لمل!==2أننستنتجومنه

.المعطاةللمعادلةالوحيدالحلهو*(،للء،لل!)=)2,2,2,2(

ف!ن*+!للء=!!أنبما*.يمهللأنبفرضالحلنبدأ241.

ثمومن2،للأ+أنيقتضيهذاء.!لأثمومن2ء!لل!

إ"+ل!(،!ح!

ل!!*ف!نأنأيضأبما

!+إيو=إءلل!!إل!+إل!(2=إ)إ

نأيقتضيهذا.(y+)1!!2(دل)!أننستنتجالسابقتينالمتباينتينمن

الفرضبسبب.موجبصحيحعدددولأندلأ=ثمومندل2!أ+

.2-2أنيقتضيهذا.*-أأننستنتج*يمهلل

إذأ.الحلنفسعلىنحصلسوفف!ننالل*يمهأننفرضعندما

x(.،للء،)=)2.1.1(هووحيدحلالمعطاةللمعادلة

موجبةصحيحةأعدادهي+*،لو،ء،المتغيراتأنبما.242

فسوف)وإلازوجيعدديزأن*قى+قىلم="قىالمعادلةمنفنستنتج

"قى!قىلمو"قى!*قىأنبماأيضأ(.زوجيعدد=فرديعددعلىنحصل
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الأعدادنظريةفيمسائل491!!

لنببعضهمالوو*المتغيرينموقعاستبداللأنء.!لووء**ف!ن

أنيقتضي-هذا*.يمهدلأننفرضأنفيمكننا،المعادلةجوهرمنيغير

أنهذلكمننستنتج."قىلم!2أو"قى=*قى+قىلمءقىلم+قىلم=2قىلم

وهذايز-أأنتقتضي-الأولىالحالة."قىلم=2أو"قىلم=أإما

ئعطيناهذا.ء-دل=أويز-2أنتقتضي-الثانيةالحالة.ف!تحيل

حلولإذأ*.=دوثمومن*22=ا+لم2-لم2=لمأو،x+22لم=2لم

موجب.صحيحعددلمحيثلل،*،قى(1.1.1.2(=)ء،)1+هيالمعادلة

هذهفي.+!3أنلنفرضء32+5242=أنأولألاحظ.243

الآتي:علىنحصلالحالة

5+=52ك!2-+5=32(+ك!)242-+5=32ك!2-+5+42ك!2-+5

32!ك!2-+3+42ك!2-+4=+3++4

المعادلةأنذلكمننستنتج.يي!3كانإذا*3+*4!*5أنأي

.+!3صحيححلأيلهاليس*3*4+*5=

*2-3لر=7-المعادلةبحساب.*!3أنأولألنفرض244.

لأنللحلقابلغيروهو3لر7=ثكه8التطابقعلىنحصل!قياس

8,1='3 5 modحلولتوجدلاإذأ.يهزموجبصحيحعددلأي

الحلأننجد*-2و*-أالقيمبدراسة*.!3كانإذاللمعادلة

.*(،لل)=)2،"هوالمعطاةاللمعادلةالوحيد

هووحيدحلعلىنحصللل5=أو*=0كانإذا245.

دل.،أو*أ!أنلنفرض.*32-لر7=للمعادلة*(دل،)=(03.)

2*3التطابقعلىنحصل3قياسالمعادلةبحساب =1 modومنه
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في591الحلول:الثالثالفصل

نحصل4قياسالمعادلةوبحساب*(.!2)زوجيعدد*أننستنتج

هذا.زوجيعدددوأننستنتجومنه-(1لم)أ=4modالتطابقعلى

الآتي:الشكلعلىالمعادلةكتابةمنئمكننا

2(2/*-3/*2()2/لر+32لر)=7

علىنحصلإذأ،2/*2+23/لرأ!وأوليعدد7العددإنحيث

المعادلة

3-2/*2أ=2/لر

*4-أنأي،لل/2أ=و*/2=2أننجد68مثالباستخدام

.*(،لل)=,3()ه,)2.4(هماحلانالمعطاةللمعادلةيوجدإذأ.لل=2و

عددلمحيث*،قى1,1(t,،),=(m)ف!نيزأ-كانإذا246.

للمعادلةحلهو،موجبصحيح

أ=ء*-+2

,n(`4,2)101-ف!نيزأ-إذاكانأيضأ ,x =)m (tعددلمحيث

حلولتوجدأنهالآنلنفرض.ائمعطاةللمعادلةحلهو،موجبصحيح

نستنتج،4قياسأعلاهالمعادلةبحساب.يهمءأوزيءأعندماصحيحة

*يكونأنلابدالحالةهذهفي.للحلقابل**3-!4التطابقأن

نأبملاحظة.x=م!+1لنكتب.فرديأعددأ

م!(+تهة)1=يتى(بر)م!()و=أ+2ءيز4

42maكانإذاوفقطإذا**-3!4أننستنتج = 3 mod+يأ،أ

المعادلةبكتابة.فرديعدديهزأنيقتضي-هذا.ءييز=ثأ240أن
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691ب!

الصورةعلىالأصلية

الأعدادنظريةفيمسائل

)1+*-...+2-**-ا-**()1+*(=*2

و*الأنفرديعدد*ا-!*-2-!+...*-+ألأنتناقضلديناينتج

للمعادلةصحيحةحلولتوجدلاإذأ10يساويلا(فرديينعددينيهز

هيللمعادلةالوحيدةفالحلوللذا.يهمءأويزءأعندماالمعطاة

-1,1()t,2'1,1(،)لم,=(n,x،)mموجب.صحيحعددلمحيث

ف!نزوجيأعددأ*نكاإذا247.
3mod52+لر-(+أ=1لر)أحى،x3بينماmod-هذاسوأ.ءأ=أ

زوجيأ.عددأ*كانإذاحلأ*2+5لر=ءأللمعادلةليسأنهيعني

ف!نفرديأعددأ*=*2أ+كانإذا

dom=2x-(ك!12)*5 y5+ =2x4" y5+،ر!.

5"91 = (1-)z mod.5أنيعنيهذاz91 mo dثمومن2*5+لر!ر

نستنتجفرديأ.عددأ*كانإذاحلأيلهاليس*52+لر=ءأفالمعادلة

موجب.صحيححلأيلهاليس*52+لم1=ءالمعادلةأنذلكمن

إذا.ل!2=*3-3للمعادلةحلهو5*(،لل)5أنلنفرض.248

ل!،ة=55=3-هول84التطابقعلىنحصلفسوفزوجيأعددأ*5كان

82لأنمسشحيلوهذا =4,1,0 modنألإلدإذأء.صحيحعددلأيء

45إماأنهأيفرديأ،عددأ*5يكون = 1 mod*45أو = 3 mod*.

45أنيتفرض = 1 mod*.الآتي:الشكلعلىالمعادلةينكتب

!لة+4=*ة+أ=5*(+*()1ة5*-+)1
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هذا.211*5+أأنأي*،5+أ=2هول44ف!ن*5=أهول44أنبما

14دوة+4لكن.فرديعدد*ة5*-+ألأن2اا*ة+أأنيقتضي

نأئثبتالتناقضهذا.(فردي5*كانإذازوجيعدد!و5الأن

x0o1mod4.

45كانإذا = 3mod*45ف!ن 3-1+mod*-ثمومن*ة

لمجققكلأوليعددعلىالقسمةيقبل*ة5*-أ+المقدارف!ن

نأأي،ل!ة+4=5ث40كلأنيقتضيهذا.كل=3ثك!4

4 mode-=ئعطيناهذا.ل!ة

أ=(ةكل=)هـ(=أ(أقي!4=))1()1-(=أ-

.المعطاةللمعادلةصحيححلأييوجدلاإذأ.مسشحيلوهذا

إذا.ل!2=ير3-12للمعادلةحلهو،5ء(لل)5أنلنفرض.924

و5*=ا*2بكتابةأيضأ.زوجيعددلو5ف!نزوجيأعددأ5*كان

المعادلةعلىنحصلأعلاهالمعادلةفيبالتعويضودل5=2للا

3-2;= 2xزوجي)عددا*ثمومنفرديعددللاأنيقتضيهذا.لو

1+2k=2+4نأيقتضيل!ا + =3 4k2 + 4k!2=ل;xوأ

2+3 = ،22 + 2k،*المعادلةبحساب(.زوجيعددا*أنأي

3-2;= 2x!85علىنحصل8قياسل - 3 mod=مستحيل.وهذاأ

أيضأ.فرديعددلل5أنيقتضيهذا.فرديعدد*5أنالآننفرض

الصورةعلىالمعطاةالمعادلةلنكتب

ة*()2-5*(=8-ة*=4+ةل!4+5*2+)
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5أ+أنبما =2k*0+5*2+4=4لم+3ف!نx.أنيقتضي-هذا

هذا.كل3=ك!ول4لمجققكلأوليعددعلىالقسمةيقبل*ة+5*4+2

44أنيقتضي = 5 mod+(.السابقالسؤالفي)كمامستحيلوهذاد!ة

.المعطاةللمعادلةصحيححلأييوجدلاأنهذلكمننستنتج

للمعادلةصحيخحلهو*(،دل)أنينفرض025.

بكتابةلل(.لل،4-أ=)4+ف!نفرديأعددألوإذاكانل!.+3*=162

الصورةعلىالمعادلة

y)4- (y=)4+)3x

لمجققان؟وءصحيحانعددانيوجدأنهنستنتج

=y-4!3"=4+ل!،3ء

)باستخدامصحيحةحلوللهاليسوالتي3"3ء-8=أنيقتضيهذا

فرديأ.عددأيكونأنيمكنلادوإذأ(.التحليلطريقة

أيضأ.زوجيعدد*أنيقتضيهذا.زوجيعددللأنيتفرض

نحصلالأصليةالمعادلةفيالتعويضثمومن*=ا*2ودل=2للابكتابة

ليكنو،زوجيعددلواأنيقتضيهذا.دو2=*32+4المعادلةعلى

المعادلةعلىنحصلالسابقةالمعادلةفيبالتعويض.للا=2دل2

بالتعويضا*.2*2=وليكن،زوجيعددا*ثمومنل!3322د=+2

،فرديعدددو2أنيقتضي-هذا.دو2=*24+أالمعادلةعلىنحصل

المعادلةإلىيؤديهذا.دل2=2دل3+أوليكن

أل!4بر+ل!34+1=ذ*1+4

ل!ل!(33)1+ذ*=
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لمجققان"وءصحيحانعددانيوجدف!نهلل(لل،33)1+أ=إنحيث

ل!ل!،3ء=313+3"=

هماحلانلهاوالتي33dء-أ=المعادلةيعطيهذا

)-0,1(,c,1(,)d =(O)،الآتي:يقتضيهذا.التحليلطريقةباستخدام

c=5حم3y=5حم12y=حمال!2=حمy=4حمبو0=

ء=-1حمل!3-=1حمل!2-=1حمال!=2-حملل4=حمبو0=

هماصحيحينحلينل!2=*3+16للمعادلةأنأي

)4,0()y,-4(,= (O،ي.))
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المسائلمواضيعكشاف
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،17،18،25،33،43،66،67،72111
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28،،92،03،3142،،59912
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157
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41،42،43591،واحديعدد

1،401ه1،3ه2أوليشبهعدد

410c105كارمايكلعدد

131141،الأعدادرتبة 135c 134c 133c 132c

136،137،138،913،514،156،157،158البدائيةالجذور

4142414341444145414641474148التربيعيةالروالسب

914،015،،151154،،155،156158

2،602ه202،3024،الضربيةالعددية1الدوالى

94150416.1614162163،41644165إ*!الصحيحدالة

166،167،168،916،017،،171502

17،173،174،175،176،177،178،917،018،كارالدالة

181،182

191ءالدالة ، 918، 188 ، 187 ، 186، 185 ، 481X381

591.,691.,091،191،291،391،491502،!رالدالة

791،891،991دكلالدالة

o b e i k a n d l . c o m



فيالمسائلمواضيعكشاف

552،102د!الدالة

2512c412c312c112،ه9التامةالأعداد

521،212الناقصةالأعداد

702802،الزائدةالأعداد

4216421742189421042242214222فيثاغورسفثلثات

223.224

422542264231.2270423الذيوفانتيةالمعادلات 9422 4228 t
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223
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237

924

925

277

927

283

928

192

792
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703

931

321

327

361
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95
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811617943

ك!18219613
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1827641457
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1119971541
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1419743956
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