
كل2

الأول!14الفصل

ي!أ3=كلا+2*

أساسيةنقيالت9تعليفالت
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كأ15أساسيةونظرياتتعريفات

Divisionof)الصحيحةالأعدادقسمة Integers)

.4تعريف

،؟الصحيحالعدديقسمء،!5حيثء،الصحيحالعددإننقول

هذهفي؟.=caالمساواةلمجققءصحيحعددؤجذإذاء،؟انكتبو

وأءعلىللقسمةقابل؟أوءعواملمنعاملءإنأيضأنقولالحالة

.ء!"نكتبف!ننا؟يقسملاءكانإذاء.مضاعفاتأحد؟

ملحوظة:

.ء!5أنفستقأنفرضف!نناءا؟الرمزكتابةعند،السابقالتعريفمنأ-

أشأكبرهوءأنأي"ء،اا"نكتبف!نناا+،ء!"و"ءا"عندماب-

و؟01142و051117أنبسهولةنجدمثلأ"ء."ابحيثءللعدد

.3411324

.دنظرية

صحيحة.أعدادأءو؟وءلتكن

.ء51وءاءف!نء!5كانإذا10

.1اءء،صحيحعددلأي2.

.ءاء؟ف!نءا؟كانإذا3.

.ءاءف!ن؟اءوءا؟كانإذا4.

الصحيحة*الأعدادلجميع*"اءلع+ف!نءاءو؟اءإذاكان5.

ل!.و

.a!=ف!ن؟ءا؟اءوإذاكان6.
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الأعدادنظريةفيمسائل16!!

.ء!؟ف!ن؟!5وء!5وءا؟كانإذا7.

(DivisionAlgorithm-القسمة)خوارزمية2.نظرية

عددانيوجد،a>5حيث؟،وءصحيحينعددينلأي

لمجققان3و5وحيدانصحيحان

=b qa+ r

r>حيث a3العددو،ءعلى؟قسمةخارجئسمى5العدد.!ه

.ءعلى؟قسمةباقيئسمى

الصحيحةالأعدادتصنيفيمكنالقسمةخوارزميةباستخدام:ملحوظة

يأخذصحيحعددأي2،علىبالقسمة،المثالسبيلعلى.مختلفةبطرق

عددأي3،علىوبالقسمة.ك!أ+أو!الآتيتينالصورتين1إحدى

.q+2أو!+أأو!الآتيةالصورإحدىيأخذصحيح

يز.صحيحعددلأي3اقى(قى+1قى()+)2أنأثبت4:مثالى

.q+2أوq+أأو!:الآتيةالصورإحدىيأخذيزالعدد:الحلى

31)2+ثمومن31ي)ف!نn=!كانإذا" n(n +1().n

نأيعنيهذا.قى2+3=4()1+ف!نقى=qأ+كانإذا"

)(1+)2ثمومن13ي)+2 n+(ي)(31ي.

نأيعنىهذا.قى+1=43(+)1ف!نقى=2q+كانإذا"

31+2)ثمومن31ي)+أ n( n +)1 (n.

31+)2الحالاتجميعفيإذأ n (n +)1 (n.

يز.فرديصحيحعددلأي81قى2-أأنأثبت2:مثالى

هذا.صحيحعددءحيثيي=12k+ف!نفرديعدديزأنبماالحلى:
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كأ17أساسيةونظرياتتعريفات

نأيقتضي

(1+2 - k4=k4+2k4=1 (k*

يكونأنفلابدمتتاليانصحيحانعددان!حأ+وح!االعددينأنبما

ثمومن2اء)k+1(أنيقتضيهذازوجيأ.عددأأحدهما

+1(2 k4j (k،4!281*أ-أنأيك.

(RepresentationلمهIntegers-الصحيحةالأعداد)تمثيل3.نظرية

كتابةيمكنف!نه؟أ!وموجبينصحيحينعددين؟وءكانإذا

الصورةعلىحيدةوبطريقةء

ء"؟"ء=ا-"؟ا-"ء++...؟اء+5ء+

إء!ه<؟و?02تحققصحيحةأعداد?،000،اء،5ءإنحيث

iقيملجميع = ,...,1,0 k.العددءكتبناأومثلناإننانقولالحالةهذهفي

.؟الأساسباستخدام

وأ،الصحيحةللأعدادالعشريالتمثيلعلىنحصل؟01=حالةفي

34لاث!"3)العشريالنظامباستخدامالصحيحةالأعدادتمثيل )Decimal

كالآتي:مختصرةبصورةئكئبالذي

"ء=!كأ"ها-"ء+كرأا-"ه+...اء+ك!أ5ء+5

الحالةهذهفيإ.ح!،0000105=القيملجميعإءكبماهكبما9و?02حيث

.k+1ئساويaللعددالعشريةالخاناتعددإنةنقول

4.نتيجة

يساوي*الموجبالصحيحللعددالعشريةالخاناتعدد
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الأعدادنظريةفيمسائل18!!

يساويأومنأقلصحيحعددأكبريساوي*!!حيثا!هأ!*5+!أ

.*

يساوي0072للعددالعشريةالخاناتعدد:3مثال

1!15!10072+1=1!01002!71+1=!.916ه2إ+017=1

Greatestاكبر-المشترك)القاسم2.تعريف CommonDivisor)

.ءا؟وءاءكانإذا؟وءللعددينمشتركقاسمءالعددإننقول

؟وءللعددينمشتركقاسمفاكبرصفرأ،كلاهماليس؟وءكانإذا

.)"،ء(بالرمزلهؤيرقز،هوءللعدديناكبرالمشتركالقاسمئسقى

مسبقأنفترضف!ننا)"،ء(نكتبعندمالذا.معرفغير,0()0:ملحوظة

صفرأ.يساويلا؟أوءالعددينأحدأن

.5نظرية

!=(a،)bالتالية:الشروطتحققتإذاوفقطإذا

!ص!105

!ا"و!اء2.

.ء!!ف!نءا؟وءاءكانإذا3.

!.نظرية

يحققانلو5و5*صحيحانعددانيوجدف!نه!=)"،ء(كانإذا10

.!=3!ه5لو؟+5المساواة

"(m)ف!نموجبصحيحعدديهزكانإذا2. = m (a،b)يكل?،.

/ء(."،!أ=)!/ف!ن!=)؟،ء(إذاكان3.
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كأ91أساسيةونظرياتتعريفات

أ=)ح،طه(.ف!نc(،(=)a،cbأ=)إذاكان4.

.)؟،ء(="،ء(!+)لدينايكون*صحيحعدبلأي5.

.ءءاف!ن=)"،ح(,1ءاطهكانإذا6.

طه.ءاف!نأ=)"،ء(و؟ءاوءءاكانإذا7.

.3تعريف

نقولنسبيأ.أوليانعددان؟وءإننقولف!نناb(،a)=1كانإذا

؟ء(زء،)=أكانإذامثنىمثنىنسبيأأوليةأعداد?،...،2ء،اءالأعدادإن

.!2،لكل

*?كلإىلمآ+(!قم"،:!ه!إ4-أقليدس)خوارزمية.7نظرية

خوارزميةبتكرارء.!5حيث،صحيحينعددين"وءليكن

الآتي:لدينايصبح،القسمة

a>؟=ا!ه+بم5!بم

ء=هبم2+،032!32!بم

3 +33، 0 !33 > 2r32بم=ه

بم2-=بمها-ش+بم،O<بم!بما-

بما-=بمهشا+

القسمة(عمليةفيالصفريساويلاباقي)آخر)؟،ء(=3عندئذ

،aلمجققانللو*صحيحينعددينإيجاديمكن =)b x +)y

.؟وءبدلالةخطيةكتراكيب3323....،القسمةبواقيكتابةطريقعن

لمجققانلوو*صحيحينعددينجدثم)27,312(قيمةجد4:مثالى
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x312=(27,312+72y).

الآتي:علىنحصلأقليدسخوارزميةباستخدام:الحل

15+)11(27=312

12+1()15=27

3+1()125=

)4(3=12

الثالثة:بالمساواةنبدأدوو*لإيجاد.3=)27,312(أنيقتضيهذا

(1)12-3=15

)1()1(1-15]27-=15

(1)27-)2(=15

(1)27-)2()11(127-]312=

)-23(27+)2(312=

ل!.=23-و*=2إذأ

كانإذاأنهأثبتموجبين.صحيحينعددينييز!يزليكن5:مثالى

ي).أ+يي(ا)ف!ني)(*،1+أ=)1+

العلاقةمن:الحل

نأنستنتج

n(0+يهم)1إ +(l

يهم+1(يم+1)!.(يهم-يم)إ

ي)(=ا.إي)يهم(إ)ي)-=
يهميهمإ

n)=+01(يهم+أ

m+أ nlهم+

(.)1+يي(.)1+ي)(=)ييم
أ+يي(

+n l
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ف!ن=)1+يكل!أ+،!(1وأ++)يكل(.)1+يي(اإنحيث

أ+ي).)يبم(1

حيثأ-)*"*(ء=)1-*ء،1-+ء(أنأثبت6:مثالى

صحيحة.أعدادء+،1!يكل،1ءفىأ

وأنزيءيهزأننفرضلذا.واضحةفالنتيجة*=يزكانإ!ذاالحلى:

m =) k)*،،حيث

كههبمكهيي

كهه2ممكهبم

كهه،3كها-"3

الآتي:علىنحصلالأولىالمعادلةمن

=ي)mq,+مم

=يي،2+32"بم

،،مم+،ها-،3=

3،"،+01=

3،-2

ا-،3

-آء(+)*ا!*ء+...+*؟-+ء+*2-+ء+*-+ء()1-)1

نأنستنتجذلكمن

-+ء1*ء(=

1)ء،1--بم)1 a)=-1،ء("-*ء

الآتي:ئعطيتاسوفالتاليةالمعادلات،الطريقةبنفس

*ء(-!ء،1-)1=!ء(-ء،21!-)1

-h-ا-"!ء،1-"!ء،1-+"3ء(=))1

ثمومنبمءأ-،-بمءاأ-ف!نا-"مم=ا+"ه"ممأنبماالآن

2-"!ء(
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الأعدادنظريةفيمسائلب!22

ء(ء،1-!بم-بم=)1ء-بم=1أ-)*،+(ء

:المطلوبعلىنحصلالسابقةالمتساوياتمن

(an-*ء،11-)=*ء(-بمء،إ-)1=بمء(-32ء،1)1-

=...(ء=)أ-

يهز.ءزيفرضعندالنتيجةنفسعلىنحصلالطريقةبنفس

Least-الأ!غرالمشترك)المضاعف4.تعريف CommonMultiple)

وءاءكانإذا؟وءللعددينمشتركمضاعفءالعددإننقول

المشتركالمضاعفف!نالصفر،يساويانلاعددين؟وءكانإذا؟.ءا

مضاعفأصغرهوأ؟،ء(،بالرمزلذلكونرمز؟،وءللعددينالأصغر

.bوءللعددينموجبمشترك

.8نظرية

التالية:الشروطتحققتإذاوفقطإذاaاا؟،=إ

105!،

.2،11 ، j a؟

.ءد،ف!ن؟ءاوءءاكانإذا3.

9.نظرية

صحيحين.عددين؟!5وء!5ليكن

,maاف!نكلي>5كانإذا10 =]bm a[m، b]

)"،ء(1"،ءا=طه2.

.3"1,a]ا(a,)b
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كأ23أساسيةونظرياتتعريفات

تخققالتيدوو*الموجبةالصحيحةالأعدادجميعجد7:مثالى

6x(=،)y06=ال!،*ا.و

؟وءموجبانصحيحانعددانيوجدف!نه*(،لل)=6إنحيث:الحلى

06=الل،*االمعطىمن=)"3ء(.1ولل=bو*=!م!إنبحيث

هذا=طه.15أنأي،6=اط!،!م!ا=06=ا؟،ءاكلم!لدينايصبح

يعطينا

)"،ء(=,)01,1(,)5,2(,5(,)2)1,01(

ثممنو

=)ل!،*(,)06,6(,)03,12(,)12,03()6,06(

منكثرالأصغرالمشتركالمضاعفواكبرالمشتركالقاسم:ملحوظة

يلي:كمااستقرائيأئغرفعددين

(1a,1-naan,...,)=شء،)ا-شء،000،اء"،)

1،ا anاءاا-شء،000،اشء،=اا-شء،000،اءا

(PrimeNumbers)الأوليلاالأعداد

5.تعريف

نىثي!حإ!ا!number))أوليعددءالصحيحالعددإننقول

كانإذا.فقطأالعددوءنفسهالعددهيالموجبةقواليممهوكانتكلءأ

(Compositeمؤلنماعددأئسميهف!نناأوليغير،a<1حيثء،العدد

(number.

,92,23,91,17,13,11,7,5,3,2...هيالأولىالأوليةالأعداد
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الأعدادنظريةفيمسائل24ي!

د.5نظرية

كل.؟اأوكلءافإنكلطهإذاكانأوليآ.عددآءليكن

Fundamentalلمءللحسابالأساسية)النظرية41.نظرية Theorem

-Arithmetic)

الترتيب()باستثناءوحيدبشكلكتابتهيمكنتم،أ!صحيحعددأي

الأولية.الأعدادمنمنتهعددضربكحاصل

قى!ىأصحيحعددأيكتابةمنتمكنناللحسابالأساسيةالنظرية

الصيغةعلى

ي!أ=!اكاكل2"...كل/"

علىنطيقأ.1=3.....2.قيملجميعءأ!وأوليعددلإكلإلنحيث

11.الأوليةعواجمل!إلى+العدداتحليل1الصيغة!ذه

أ!ليدس()نظرية.د2نظرية

الأولية.الأعدادمنمن!هغيرعدديوجد

كانإذاأنهأثبت.صحيحينعددين02"وأ?ليكن8:مثالى

.ء"2ءفإن2؟

فإنa(1،3=)إذاكان3،ء(.-)3أو-)3،ء(أإما:توجدحالتاناصلل:

.a(،3=)3أنالآنلنفرض.ء"ثمومن2ء؟23أنيقتضي2ء؟3

!لمو1أ!ءوحيث3-ء،ا؟لمواءكا!-ءنكتبأنيمكن

هذا21326ءكا!3.ا؟)+2فإن2ءاكا!2كانإذا.b(-)3،ا1وa(ا-)123

واءا"أننستنتجمنهو2aكه2أ+لمو2اء2اءأنيقتضيبدوره
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كأ25أساسيةونظرياتتعريفات

.ءا؟أنأي،ء!لم

.ءأوليعددلأينسبيغيرعددبمأنأثبت9:مثالى

؟!5وءصحيحانعددانيوجدأي،نسبيعددبمأنافترض:الحلى

بحيث

بمءب

نأأي؟،وءبينمشتركعاملأييوجدلاأنهأيضأنفرض

كل2ءاأنيقتضيهذا2ء.=2؟كلعلىنحصلالطرفينبتربيع.)"،ء(=أ

فيوبالتعويض،صحيحعددءحيث،=ءءكلبكتابة.كلءاثمومن

نأنستنتجمنها.ح!كل2؟=2المساواةعلىنحصل=2ء2؟كلالمعادلة

2bافترضناهمائناالضوهذا)"،ء(21أنيقتضيهذا.كلا"ثمومنكلا

غيرعددبمأننستنتجالتناقضهذابسببأ=)"،ء(.أنمنفسبقأ

نسبي.

غيرعددعالعددأنأثمتeيلآ-أائمتسلسلةباستخدام:01مثال

ه-"حمإ

نسبي.

عددانيزويهزحيث!،=يهزولنكتبنسبيعددءأنلتفرضالحلى:

علىنحصل!+فيإلآتلأ-!ائمتسلسلةبضربموجبان.صحيحان

الآتي:

3(+n +)1(n +)2(n)+2()1+n(n)*+4=!!*أ++
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الأعدادنظريةفيمسائل26!!

إنحيث.صحيحعدد4=+-+-+أ(!قىأ-+...+حيث
+1111لر

312111
...إ*

أيضا.صحيحعدد!قىe+4-ف!نصحيحعدد!قىeييز!)1-قى(=

الآتي:نستنتجالهندسيةالمتسلسلاتخواصباستخدام

كهه+عط!4-=+++...

(3++)(2+*)1(++)(2++)1(++)1+*

كه+++...

1(3+)+1(2++)l++

1/+(+لصأ
=-كه

أ11-/+(+ا)1

ذلكمنالواحد.والصفربينصحيحعدديوجدلالأنهممستحيلوهذا

نسبي.غيرعددعأننستنتج

أساسيلامتطايقات

حقيقيين.عددينbوaليكن

ف!نصحيحأعددأ+أدكانإذا:الحذينذاتنظرية.أ

ء(ش)؟+=إ(سلألم؟4بر-ش
ي)

ف!نصحيحأعددأ+أدإذاكان2.

؟-+ء"-+ء+ا-+ء()؟-ء(=2b...++2-+طه+؟")1-

ف!نفرديأصحيحأعددأ+أدكانإذا3.

aا-+-+ء-2b...++2-*طه)ا-+؟- + )b(a)=+ء++؟

.+أدالصحيحةالأعدادلجميع5+16+9أنأثبت44:مثالى

علىنحصلالحدينذاتنظريةباستخدام:الحل
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ش6=9+)1+5("+9=9++إ(سلأ5)بر=+15+إ(ئر5)بر

نأذلكمننستنتجف!نناالأيمنالطرففيحدكليقسم5العددإنحيث

9+6+51.

.721113+221أناثبت:42مثالى

.؟7+؟72112+221إذأ./21+221=7)73(+7)23(أنأولألاحظ:الحلى

72113+221ف!ن73+23==33351ك!!3أنبما I.

(LinearDiophantineEquations)الخطيلاالديوفانتيلاالمعادلات

43.نظرية

كلاهماليسصحيحينعددين؟وءوصحيحأعددأءليكن

الخطيةللمعادلةصحيحةحلولتوجدإذأ.b(،a)!=ليكنصفرأ.

حلأ*لو،5*==لو5كانإذا!.احكانإذافقطوإذا!لله+ح=

كالآتي:معطاةالحلولجميعف!نللمعادلة

hء
=*5+لم-،y=ل!5-لم-
!!

صحيح.عددلمحيث

(Congruences)تالتطايقا

6.تعريف

قياس"يطابقءإننقول.صحيحةأعدادأيزدأو؟وءليكن

=caلذلكونرمز،يي b modmكانإذاb.حالةفي-ءايكل

bء-mlونكتبيكلقياس"يطابقلاءإننقولف!ننا
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aobmodm.

يوجدكانإذافقطوإذاء؟=modmإننلاحظالتعريفمن:ملحوظة

b+بحيثح!عددصحيح km=.ء

(التطابقات)خواص.14نظرية

صحيحة.أعدادأيز،أو"وءو؟وءليكن

ءء=modmأ.

a=كانإذا2. b modmف!نmodm=ءb.

aكانإذا3. = b mod mوmod m=ف!ن؟ءmod m=ءa.

a=كانإذا4. b modmوc ad mod mف!ن

+a -c +hd modm.

a=كانإذا5. b modmو=c d modmف!نac= bd modm.

aكانإذا6. = b mod mف!نmod m=صحيحعددلأي"ء"؟

ح!.موجب

a=نكااإذ7. b modmف!ن،"!5حيث،"اييزو

-a h modd.

bنكااإذ.8 mod m=يكلءنف!ء!5وءmodء؟=ac.

x)إذافقطوإذا!ليم=هول4يز9. = y mod.
a(يكل،

01.;modmلو=x،إذافقطوإ،إذا3.....2.1=حيث

xايكلا،يكل2،...،يي13 = y mod.

ف!نإ!أ+!القيملجميعأ-إءاءكانإذاأنهأثبت:13مثالى

-+ء"..2ءاءاء.1
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ف!نءاإءأ-كانإذاأنهنلاحظالتطابقاتباستخدام:الحل

في92

إءa1modc,1أيمبما.*يمبما

التطابقعلىنحصلببعضهاالسابقةالتطابقاتبضرب

2ءاء...+ء=أهثه!4ء

.ءا2ءاء..+ء.-1المطلوبعلىنحصلومنه

.9على7123+11456العددقسمةباقيجد44:مثالى

نإحيث:الحل

7كا=2-(123)=اهـ)23(-=اهـ)1-(-=ثأ940

9mod11456=456)2(=152)23(=152)1_(=أ

العددقسمةباقيأنيقتضيهذا.111117123+=إذأ

.2يساوي9على+11367123

82أنأثبت:15مثالى =,0,1 4 modءصحيحعددلأيء.

نأنجدإ،.0=.32.1حيثء،ح!4=إ+بكتابةالجلى:

نأبما2ء.إ=2ث480ثمومن2ءح!16=2إء8+إ+

2 = .5 ،1 4mod8،2ء.،5=,41هثه!84إذأأ

.8علىصحيحعدبقسمةلقابليةاختبارأجدد:6مثال

باستخداميزالعددتمثيلهوn=5ءاء2ء3ء...ا-*ء*ءاليكن:الحل

نأأي.15الأساس

230أك!20+اءك!أ5+5ء + aك!أ*ه+ا-*ءأك!ا-*ه+...+3ء!كأ*=n a

التطابقعلىنحصلف!نناأ،3القيملجميع81أإهأنبما
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0001mod!20+501ء5ءاء2ء=ثه + ,a x!2ء=أك

يقبليزالعددأنأي5،8ءاء2ءاكانإذافقطوإذا8اقىأنيقتضيهذا

الأرقاممنالمكؤنالعدديقسم8العددكانإذاوفقطإذا8علىالقسمة

.والمئاتوالعشراتالآحادمنازلفيالموجوداة

Complete-المختزلةوالتامةالرواسب)أنظمة7.تعريف and

Reduced ResidueSystems)

xكانإذا4. = a mod mراسبءإننقولف!ننا(Residue)للعدد

يز.قياس*

نظامإنها*ء،...،2ء،اءالأعدادمنيزمنمكونةمجموعةعننقول!لى

عددأيهزقياسيطابقصحيحعددأيكانإذايهزقياستامرواسمب

اء....،2ء،ء،الأعدادمنفقطواحدأ

رواسبنظامإنها3323....،الأعدادمنمكونةمجموعةعننقول!3

يطابق،،ء(m)=أحيثء،صحيحعددأيكانإذايهزقياسمختزلى

.33....،32الأعدادمنفقطواحدأعددأيهزقياس

:17مثال

يز.قياستامروالسبنظامتمثل..2.1.0!.ييز،.-11المجموعة

المجموعةف!نفرديأعددأيز>5كانإذا

واذا،يهزقياستامرواسبنظامتمثل+،....2د،1+،5(يهز112

المجموعةف!نزوجيأعددأيز0>كان

يهز.قياستامروالسبنظامتمثلد،5(....2د،1د،ييز22د،ي!زأ
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نظامتمثل...2،أ!،.كل-11المجموعةف!نأوليأعددأءكانإذات-

.ءقياسمختزلروالسب

45.نظرية

مننفسهالعددعلىتحتويييزقياسالمختزلةالروالسبأنظمة!يع

أوبلر.دالةكائسقىالدالة.(كاm)بالعددلهذانرمزالعناصر.

قياستامروالسبنظامتمثلm{.،..0,1,2,-11المجموعةإنحيث

الأوليةالأعدادمنوالمكونةالمجموعةهذهمنالجزئيةالمجموعةف!ن،يهز

هذاعناصرعددأنبما.يزقياسمختزلروالسبنظامممؤنيزمعنسبيأ

يلي:كما!أويلردالةئعزفأنب!مكانناف!نه،"m)هوالنظام

.8تعريف

الموجبةالأعدادعددهو)يهم"موجبأ.صحيحأعددأيزليكن

يز.يساويأومنأقلهيوالتييزمعفسبيأالأولية

6.4نظرية

،ييز(،)قى=أإنبحيثموجبينصحيحينعددينهميويزكانإذا10

)ي)*".=")*"n)ف!ن

ف!نأوليأعددأءوموجبأصحيحأعددأيزكانإذا2.

.+كل(!)=كل+-كلا-+=كلكل(ا-+-)1

)+(كا.=+أ(-كل)ف!نموجبأصحيحأعددأيزكانإذا3.
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47.نظرية

(مختزل)أوتامروالسبنظام223،....3كانإذا.،ء(m)1=ليكن

يز.قياس()أومختزلتامروالسبنظام!!،...،2كهف!نيزقياس

Fermat's-فيرما.)نظرية48نظرية Theorem)

.ءا-،=أmodpنف!وء(كل)=1كانإذا.وليأأعددأءليكن

.91نتيجة

aف!نأوليأعددأءكانإذا mod p=ءصحيحعددلأي،ء.

Euler's-أويلر02.)نظريةنظرية Theorem)

)*(!ء.=أmodmف!ن)*،ء(=1كانإذا

9.تعريف

العددإننقولmهز.أ!حيثصحيحينعددينييزوءليكن

كانإذاءللعدديزقياسضرببمعكوسهو؟الصحيح

mod mأ=طه.

2.دنظرية

كانإذاوفقطإذاءللعدديهزقياسضرببمعكوسيوجد

قياسوحيدمعكوسهوالضرببالمعكوس،الحالةهذهفي،ء(.mأ=)

ف!نءللعدديزقياسضربيينمعكوسينير2وايركانإذاييز:

2 modm*=.*ا

للعددءقياسالضرببالمعكوسأنأثبتأوليأ.عددأءليكن:18مثالى
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وأ=ء1كانإذاوفقطإذاءالعددنفسههو!ء!أ،كلأ-حيثء،

=ء.كلأ-

ف!ننفسههوءللعددءقياسالضرببالمعكوسكانإذاالحلى:

إماثمومنكل-2ءا1-ء(=1+ء()1)أنيعنيهذا2ء.أ=هثع4كل

1aأي،كلأ+ءاأواكلأ-ءا = 1modp1=و-=a p-1modp

للإثباتالآخرالإتجاه.a=p-1أو=ء1إذأ!ء!أ،كلأ-أن.بما

واضح.

Wilson's-ويلسون22.)نظريةنظرية Theorem)

كل(.-إ)1=أ-modpف!نأوليأعددأءكانإذا

وnأ!كانإذا:صحيحأيضأويلسوننظريةعكس:ملحوظة

1 mod-n(1=إ-n)أولي.عدد*ف!ن

.)قى"=قى-1كانإذاوفقطإذاأوليعدديزالعددأنأثبت:91مثال

*كانإذا.)قى(كا=قى-1أنالواضحفمنأوليأعددأيزكانإذاالحلى:

نأيقتضيهذاأ.؟!ءكه+كهحيثطه=+ف!نمؤلفأعددأ

.)قى"1n-2ثمومن)قى"يمبماn-2أنذلكمننستنتج.)ء،قى(12

d()ف!ن"اقىكانإذاأنهأثبت02:مثالى I q.")n(

كانإذا.أيمهإيمه3القيملجميعأ?حيثقى=!كلفيلتكتبالحلى:

هذا.أ!!!3القيملجميع5كبمالمكبماءحيث"=في!كلف!ن"اقى

حيث،"(!)=فيكل!ا-كل(إ-)1وقى(!)=فيكل"ا-كل(إ-11يعطي

"d)فيموجودأيكونلنكل"ا-إكل(-)1المقدارف!نلم=5كانإذاإنه

)"".ا)قى"أنذلكمننستنتجف!ننالميمبماءإنحيثالآن.
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.O)قى(=2تخققالتييزالموجبةالصحيحةالأعدادجميععف24:مثال

علىالقسمةيقبليزكانإذا.زوجيعدديمف!نقى)قى"2=أنبما:الحل

نكتبأنئمكنناف!نهفرديأوليعدد

؟.ء2=ي)أ?،1ءح!،ءكل

نأبملاحظة.أيمه!يمه3القيملجميعفرديأوليعددإكلحيث

)*(كا-ا-"2.؟كليه؟كل(ا--،)21-ا-"2.؟ءكل

1k-إنحيثا-ء211.2وا-3+"2)*(!اأننستنتج + >1-r kإذأ

،فرديأوليعددأيعلىالقسمةيقمللايزأنيقتضيهذا)!تى(!.-!

.2

أنبما.موجبجمحيحعددح!حيثقى"2=أنأي

)"2(كابا-"2ب2

المعادلةتخققالتيالقيمهي،موجبصحيحعددح!حيث،قى"2=إذأ

ث!)(!.-=

تخققالتييزالصحيحةالأعدادلجميع55اقىأ-02أنأثبت:22مثالى

(.n,55)=أ

نظريةباستخدامأ=)11،قى(.وأ=)5،قى(ف!ن1=)n,55(أنبماالحلى:

الآتي:علىنحصلفيرما

"5mod5أننستنتجومنهي)4=أmodي02=أ(

511mod11أننستنتجومنهي)15=أmodي02=أ(

ثمومنقى02أ=55modأنأي،قى02ثأ=40ا11,5اأنيقتضيهذا
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في35

.02155+أ-

عددأح!أدوصحيحأعددأءوأوليأعددأءكانإذا23:مثالى

aكلأنفأثبتصحيحأ، mod=ا(-k(p+.اء

ثمومنكل،("+اءا)1ء-ف!ن،كلءاأنأي=)كل،ء(،كلكانإذاالحلى:

modp=فباستخدام،كلء!أنأيأ=)كل،ء(،كانوإذا،("+اء.)1ء

ح!الأسإلىالطرفينبرفع.a،'أ=modكلعلىنحصلفيرمانظرية

modلدينايصبح p=علىنحصلءبالعددالطرفينبضرب،("ء.)1أ

mod p=ا-،("+اء.ء(

)!1ف!نمؤلفأعددأ+>4كانإذاأنهأثبت24:مثالى = 5 mod n-)قى.

حيثكله=يينكتبأنفب!مكاننامؤلفعددقىإنحيثالحلى:

:محتملتانحالتانتوجد.أ"!!+وأىء!+

"،ء-..2،أ!.،.قى-11لدينايكونالحالةهذهفيء.!b:الأولىالحالة

1قىأوقى=طهاقى(إ)1-ثمومن =!( Omod-.)ى

وذلك،ءم!-n{,..2,.1,-11الحالةهذهفيء.؟=:الثانيةالحالة

ء:<ء2<ي)=2ءلأن

n = 2a =4> >=2>a =0>2-a a>)2-a( =O 2a a2>

نأأي،nء=قى()1-2!ثمومن(nء212-)1!أنيقتضيهذا

Omodn-إ(n-1().

إذاأنهأثبت"أولول"!ول(.-واحدي)عدد+ول=!طليكن:25مثال

كل.اا-ءولف!نأولياعددأكلحي5كان

علىنحصلفيرمانظريةباستخدام1،كل(.أ=)هف!ن5?أنبماالحلى:
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3ب!6

ا-،15،=أهول4كل

9000999_,= 9xRn=أ-
-ء

أ-ء

الأعدادنظريةفيمسائل

كل.اا-،15-1أو

كل.اا-ءولإذأ،)9،كل(=أوأأ-ءه

.04تعريف

(Pseudoprimenumber)أوليشبهعدديزالمؤلفالعددإننقول!.أ

modو)"،قى(أ=كانإذا؟للأسماس n=أ°-'."

C!(أه!*chaelnumber)كارمايكلىعدديزالمؤلفالعددإننقول!2.

modكانإذا nقى=1حيث؟صحيحعددلأي+؟أ=أ(،)".

24=أ15modأنبما:4للأساسأوليشبهعددهوأ5العدد26:مثالى

414أ5ف!ن = 1 mod.

نأأولألاحظ:كارمايكلعددهو5011العدد:27مثال

1105=5x31x7123وx3x16=4011.صحيحأعددأءليكن

باستخدام.a,17(=1=)13,a((a),5(=إذأ.1=)a,5011(بحيث

الآتي:علىنحصلفيرمانظرية

54حم11ءكو=أهثه!54 = 1modء

13mod132حمأءكوأ=أ =1 modأء

6حمأءيوأ=أهثه!174 = 1mod71أء

نأأياء،1أ=4هmodا17,13,5اأنيقتضييدورههذا

50111modأء.=يوأ

التطابقاتحل

العددإننقول.صحيحةأعدادمعاملاتهاحدودكثيرةلمx()لتكن

للتطابقحلءالصحيح
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في37

mdom=)*(لم5

Oنكااإذ mod m=)ء(f.كاناإذa mod m=ف!ن،؟

f (b) = f (a) 5= mod mفي.أعلاهللتطابقآخرحل؟ف!نثمومن

واحووكحليهزقياسaللعددالمطابقةالأعدادلجميعننظرالحالةهذه

aإنهنقول mod m=*أعلاهالمعطىللتطابقحلهو.

44.تعريف

الحلولعدد.يزقياستامروالسبنظامأ*ء،...،2ء،اء(ليكن

تحققالتيإءالأعدادعدديساوي5=)*(لمللتطابق

modm)ه=)إءf.

نلاحظ}4,3,2,1,0{5:قياسالتامالروالسبنظامباستخدام:28مثال

الآتي:

2-3=50للتطابقيوجدلاأ. mod*حل.أي

55للتطابقيوجد.ب mod=أ+-'x 2xهماحلان

x = 1,2mod5.

3ه=5modللتطابقيوجدج. -*xهيحلولخمسة

5x ،5=,1,3,2 4 mod.

(LinearCongruences)الخطيلاالتطابقات

23.نظرية

axالخطيالتطابق.)يهز،ء(=!ليكن = b mod mللحلقابل

للتطابقيكون،الشرطهذاتحققعند"ا!.كانإذافقطوإذا

b mod m=يز:قياسالحلولمن!عددثه
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2m (g )1- mيكل
*5*،5*=+5*،+5*،...،+هثه!4!

!!

الخطيللتطابقييزقياسالوحيدالحلهو5*حيث

ء؟يكل
هثه!-=*-.-4

!!

حلأ5xأ=7modالخطىللتطابقف!ن)7,5(1=إنحيث9!:مثالى

نأبملاحظة.7قياسواحدأ

dom5x=أ=8=715

.x=3ث740الحلعلىنحصل5علىبالقسمةف!نه

156xللتطابقف!ن)15,6(=3أنبما03:مثالى = 9 modحلولثلاث

52xالتطابقعلىنحصل3علىبالتقسيم.15قياس = 3 mod.لكن

52x = 3 = 8 modالحلولأننستنتجومنه*،=4ث540أنيقتضي

15xهي15قياس 14,9,4= mod.

ChineseRemainder-الصينيةالباقي)نظرية24.نظرية Theorem)

مثنىنسبيأأوليةموجبةصحيحةأعدادأييز،اييزييز،...،2ليكن

التطابقاتلنظاميوجدإذأ.صحيحةأعدادأاء2ء،...،3ء،وليكن،مثنى

,a,mod m=

2يي2 modء=

33 modءm=x

ييزاييز.2...ييزقياسواحاحل

للنظامف!ن)5,3(=أإنحيث:32مثالى
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ا*ثأ=340

52 mod=*!

عددءحيث*=أ+3kأنيقتضيالأولالتطابق.15قياسوحيدحل

1+5علىنحصلالثانيالتطابقفيبالتعويضءصحيح 3k = 2 modأو

kأنيعنيهذا.ح!=2ث540ثمومنح!63-1=هثه54 l5+2=

أيء،3+أ=حم3+1=151+7=)51+2(إذأ.صحيحعددلمحيث

.x=7modأ5هوالنظامحلأن

النظا!لحل:33مثال

ا*=4ث640

013=x mod!

عددءحيث*،k6+4=الصيغةعلىالأولالتطابقأولأنكتب

01k6+4علىنحصلالثانيالتطابقفيبالتعويضءصحيح 3= modأو

016k = -1- 9 mod.لاف!نه9العدديقسملا)01,6(=2أنبما

المعطى.للنظامحليوجدلاأنهذلكمننستنتج.التطابقلمجققح!يوجد

x(التطابقحلىطريقلا =0 mod)m

التطابقلمجققءالعدد.يزي=كل!ك!كل!ك!...ك!كل!ليكن

(1.............).f 0=)x( mod m

التطابقاتنظاملمجققaالعددكانإذاوفقطإذا

لم*()=5ه!4ا"كل

لم*()=5ه!4!كل)2(..............

3Oء mod p=()*
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الأعدادنظريةفيمسائل04!!

النظامفيتطابقكلبحلأولأنقوم)1(التطابقلحلأنهذلكمننستنتج

التطابقاتمن3عددمنفكؤنمنهاكل،تطابقاتأنظمةممؤنثم.)2(

نقوم)2(.فيتطابقكلحلولمنواحدحلمنيتكوننظام.كلالخطية

هيالناتجةالحلول.الصينيةالباقينظريةباستخدامفكؤننظامكلبحل

.)1(التطابقحلول

55xالتطابقحلولجد34:مثالى +3 2x+ 3 = 0 mod.

الآتي:النظاميكافئالمعطىالتطابق:الحل

3 + *2 =3+ Omod5*ا

113 + *2 =3+ O mod*!

51هيالأولالتطابقحلول mod-=*52و mod=.*أما

115و*أ-=11modفهيالثانيالتطابقحلول mod-=.*هذه

خطية:أنظمةأربعةئعطيناالحلول

dom1-=xأ1 ,5 dom1-=x

ا*=ثأ-5،40*=5-ث1140

2=*يثثأ-=*،41143

11Ix 2-= mod,5 x 5--= mod

*،=-551modالتواليعلىهيالأنظمةهذهحلول

x =71mod55 4x =23mod55 4x =39mod55تمثلوهي

المعطى.التطابقحلول
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أساسيةونظرياتتعريفات
في14

Fermatمرسانأعدادوفيرماأعداد Numbersand)
(MersenneNumbers

42.تعريف

.!-*22أ+العددهوفيرماعدد،قىفى5صحيحعددلأيأ.

+ول.=+2أ-العددهولهرسانعدد+،أدصحيحعددلأي2.

يم.2يهمعد!ينلأي!(!،)=1أنأثبت35:مثالى

ائمتطابقةباستخدام.n>ييزأنأولأنفرضأنيمكنناالحلى:

يأتي:ماعلىنحصلفتكرربشكلى2ءأ-=ء(-ء()1+)1

بم-2ب*22-أببمبما-2-...بمبم

بما.!(!،)=2أو!(،F)=1أنأي!(،!،)12أنيقتضيهذا

.!(!،)=1أننستنتجف!ننافرديةأعدادفيرماأعدادأن

.!=7ث0140ف!نقىد2كانإذاأنهأثبت36:مثالى

يأتي:ماأولأ--نلاحظ:الحلى

بم.'2=1-1+ه!24ثمومن*22=5ث0240

"5mod52ثمومن*22-ا-*42=ا-*2)1-(-أ mod=.بم

450ثأ=420التطابقاتنظاموحل*!=بوضع ، x2=ث*

.!=7ث0140إذأ.*=7ث0140هوالحلأننجد

.+أدالقيملجميع)ا++ول،+ول(أ=أنأثبت37:مثالى

ول.ا++=2ولn+1العلاقةمنمباشرةينتجالإثبات:الحلى

ول.="2ولء+ولءف!نأ!ح!كه+كانإذاأنهأثبت:38مثالى

الآتي:منينتجالإثبات:الحلى
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الأعدادنظريةفيمسائل42!!

+ول=+2أ-

،+ء-+2=ء2-+؟2أ-

ء2=ء-*2(-)1+ء2(-)1

ء2=ء-+ول+ءول

مرسانعددكانإذاأنهأثبتأوليأ.عددأكلليكن:93مثالى

.2للأساسأوليشبهعددءولف!نمؤلفأعددأءى-"2-أ

modءأننثبتأننريدالحلى: M=فرديأوليعددكلأنبما2."ولاأ،

علىنحصلفيرمانظريةفباستخدام

5 modp1ت(--2=2اp2)-ء!م-بأ2ء

لكن.موجبصحيحعددح!حيث-ءى،1=كلحمأنأي

علىنحصلح!الأسإلىالسابقالتطابقطرفيبرفع"2.أ-ه!4ءى

,,modMالمطلوبوهو2"كلا=أ.

(PrimitiveRoots)البدائيلاالجذور

.43تعريف

بحيثموجبأصحيحأعددأزيأ!وصحيحأعددأءليكن

العددكانإذايزقياسءالعددزتبةهو"العددإننقول.)يز،ء(أ=

الحالةهذهفي"ء.أ=modيزلمجققموجبصحيحعددأصغرهو"

ده.=)ء(*4ثمنكتب

04:مثال

1541لأن2تساوي15قياس4العددرتية = 4 mod،

13mod42.=أ
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أساسيةونظرياتتعريفات

لأن4تساوي5قياس2العددرتية

521 =.2 22 =.4 23 =.3 24 =1 mod.

في43

.25نظرية

ف!ن،موجبصحيحعددءوa*ه(4*)="كانإذا10

mod m=يلم.ح!اإذاكان?إذاوفقطأ

لم.)*"ايف!ن(a*ه=)4*يلمإذاكان2.

يلم(ح!يلم)ف!ن)ء(*4*ه=يلمكانإذا3.

(a*ه.4*"لر=

3ف!ن(a*ه=)4*لميكانإذا4. = 'a modءmكانإذاوفقطإذا

3-= s mod.h

غير،ء"ء،....2ءالأعدادمنعددينأيف!نa*ه(4*)="كانإذا5.

يهز.قياسمطابقين

ف!نأ=)حم،يئر(،وord.)؟(=kو=)ء(*4*هيلمإذاكان6.

ord. (ab)= hk.

أولي.عدديزف!ن(a*ه=)4+قى-1كانإذاأنهأثبت44:مثالى

ثمومنأ-قى)قى"اأننجد25نظريةمنالثانيةالفقرةمنالحلى:

!)قى(كا.قىأ-أنأيضأنجدأويلردالةتعريفمنلكن.قى)قى"!أ-

أولي.عدديزأننستنتج91مثالباستخدام.)قى(كا=ى-أأنيقتضيهذا

44.تعريف

بحيثموجبأصحيحأعددأزيأ!وصحيحأعددأ!ليكن

جذرأئسمى!العددف!ن(g*ه)4=)ييز(!كانإذا.!()ييز،=أ
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الأعدادنظريةفيمسائل44!!

يز.قياسبدائيأ

:42مثال

وO)01(=4لأن01قياسبدائيجذر3العددا-

01mod31.=.323=.339=.347=أ

و71"=6لأن7قياسبدائيجذر3العددب-

731 = .3 32 = .2 33 = .6 34 = .4 33 = 5. 36 = 1 mod

بدائيجذرأييوجدلايهزالموجبةالصحيحةالأعدادلبعض:ملحوظة

137.رقمالسؤالالمثالسبيلعلىأنظر.يزقياس

26.نظرية

الأعدادمجموعةف!نm>أقياسبدائيأجذرأ!كانإذا

ييز.قياسمختزلروالسبنظامتمثل!!،!،2....3!،)*(!

.27نظرية

كل.قياسبدائيجذركل"-)1يوجدف!نهأوليأعددأكلكانإذا

(QuadraticResidues)التربيعيلاالرواسب

45.تعريف

نقول.)ييز،ء(أ=إنبحيثصحيحينعددينزيأ!وءليكن

modالتطابقكانإذايهزقياستربيعيراسبءالعددإن m=2ء*

x2للتطابقحلأيبوجدلمإذا.للحلقابل - a mod mإننقولف!ننا

يهز.قياستربيعيغيرراسبءالعدد
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كأ45أساسيةونظرياتتعريفات

:43مثال

72التطابقلأن7قياستربيعيراسب2العددا- = 2 modقابلير

7xهيحلوله:للحل = ,3 4 mod.

للتطابقحلأييوجدلالأنه7قياستربيعيغيرراسب3العددب-

.*32=ث740

.28نظرية

صحيحأ.عدداءوفرديأأوليأعددأكلليكن

لهيوجدأوللحلقابلغيريكونأنإما*2ء=هثع4كلالتطابق10

هوالآخرالحلف!نللتطابقحلأ*5*=ثmodpكانإذا.حلان

mode!5*-ثه=*.

تربيعيغيرراسبكل12وكلقياستربيعيرالسبكل12يوجد2.

للأعدادكلقياسمطابقةهيكلقياسالتربيعيةالروالسب.كلقياس

(،....32.22.12كل22)1

نإحيث44:مثالى

1312، 22، 32، 42، 52، 62 = 01,12,3,9,4,1 mod

ف!نثمومن12,01,9,4,3,1هي13قياسالتربيعيةالروالسبف!ن

.11,8.7.6.5.2هيا3قياسالتربيعيةغيرالروالسب

Legendre's-ليجيندر)رمز.46تعريف Symbol)

كل()ليجيندررمزفرديأ.أوليأعددأكلوصحيحأعددأءليكن
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ا!عدادنظريةفيمسائل46!!

يأتي:كمافغرف

كانإذاكل(أ-=)وكلقياستربيعيأراسبأءكانإذاكل(أ=)

كل.ءاكانإذا(كل5=)وكلقياستربيعيغيرراسبأء

.92نظرية

فرديأ.أوليأعددأكلوصحيحينعددين؟9aليكن

كل(2/)ا-،(ء=)ث40كلأ.

كل(!كل=)مه()2.

كل(=)(كل)ف!نء"=كانإذا3.

كل(أ=)ف!نأ=)كل،ء(إذاكان4.

21،11-(=)أ!(5.

(!8-1ء)1-(=)6.

الآتي:نستنتجالسابقةالنظريةمنوالسادسةالخامسةالفقرتينمن:ملحوظة

43كان!اذا(أكلأ=)ف!نأ=كانإذا10 mod=ف!نكل

.(=)أقيأ-
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كأ47أساسيةونظرياتتعريفات

8,1كانإذا2. 7 mod=كان!اذاكل(أ=)ف!نكل

أ-=)كل(.ف!ن8dom5=كل3،

(Gauدا"QacRecءoc!اله!م!للمقلوبيةجاوس)قانون.ثه5نظرية

ف!نمختلفينفرديين%وليينعددين5وكلكانإذا

كل("قي=)2،)1-(.2

الآتي:نستنتجللمقلوبيةجاوسقانونمن:ملحوظة

(.كل(=)كل)ف!ن4أ=هثح44أوكلأ=هثح44كانإذا10

.(كل=)(-كل)ف!ن4=3هثح4=4كانإذا2.

792للتطابقحلولتوجدهل45:مثالى = 1- mod.*عدد79)العدد

أولي(

للحل.قابلالمعطىالتطابقإذأ،(7=)9)1-(زا=أأنيما:الحلى

إذاأنهأثبت)كل،"(=)كل،ء(.=1وفرديأأوليأعددأكلليكن:46مثالى

modالتطابقكان p=2التطابقوللحلقابل*2ء = b mod pغيرير

modالتطابقف!ن،للحلقابل pللحل.قابلغير*2=طه

وكل(أ=)أننجد،السؤالمعطياتمنطه(.)بحسابنقومالحلى:

ومنطه(ء(=)"كل=))1-()"أ-=أنيقتضيهذا(.كلأ-=)
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الأعدادنظريةفيمسائل48!!

للحل.قابلغير2*=طهmodكلفالتطابقثم

71!(.!ر. 71قممةاحس!:47مثالى

نأنجدالسابقتينالنظريتينباستخدام:الحلى

ئمؤ(=)12)1-(ثو.ا1؟9(=)بر!=)(س379أ)

=(ثم1.321)1-(ا=)21(ئم=)(-بر)

=18-)-1(=

(.كلأ=)تخققالتيكل2ءا!وليةا!عدادجميعجد48:مثالى

نأنجدللمقلوبيةجاوسقانونباستخدام:الحلى

قي(=)2،)1-(ثا(كل=)(كلأ

.51إدثحيث .2 ،3 4mod=الآتية:الاحتمالاتلديناسيصبحف!نهكل

كل(=)5(=)أ

كل(=)بر(=أ81س)1-(=أ-

كل(=)5(=)3.ث)1-(أقي3(=)بر(=)ث)1-(1-=

كل(=)=41(أ

o b e i k a n d l . c o m



كأ94أساسيةونظرياتتعريفات

5,1كانإذاوفقطإذا(كل=)أأنيقتضيهذا 4 mod=.كل

الشكلذاتالأوليةالأعدادمنمنتبماغيرعدديوجدأنهأثبت:94مثالى

ي)4.أ+العام

كل=أ4modأوليعدديوجدييزدأصحيحعددلأيأنهئثبت:الحلى

الأوليةالأعدادمنمنتبماغيرعددوجوديقتضيسوفهذا.يزمنأكبر

+4.أ+العامالشكلذات

كانإذا4.4+2)!يهـز(=ينضعصحيحأ.عددأيتىأدليكن

ف!نكل!يزكانلولأنهكلءيزف!نكل،ا4بحيثأوليأعددأكل2ء

كلا4إنحيث.ييز،كل()!=أأنذلكمننستنتج.فستحيلوهذاكلا4

2كلف!ن = 4- mod(!)نأيقتضيهذا.ييز

أ=((كليي2)=)هـ(=)(أكل!4=)(أكل)

.الإثباتيتموبهذا.p=أ4modثمومن

(ArithmeticFunctions)العدديلادوالال

Greatest-الصحيح)دالة.17تعريف Integer Function)

منأقلصحيحعددكأكبرئعرف*!إف!نحقيقيأعددأ*كانإذا

،27.13=]3مئلأ:)".*اصحيح1ويمرأ*!!الرمز.*يساويأو

(51!=5،!271.3-هـ=

3.دنظرية

.*-أ!*!!*يمه*،حقيقيعددلأي.أ
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ا!عدادنظريةفيمسائل03!!

!.x+يزي!=*!!+m،ييزصحيحعددلأي2.

+أا.!=اإ+إا،يهزموجبصحيحعدد!ي3.

.*!!+للإ!يمه*!+لل!ف!نحقيقيينعددينل!و*كانإذا4.

القابلةالأرقامعددف!نموجبينصحيحينعددينيزوءكانإذا5.

اي!ا.يساوي،....3.2،أقىا!رقامضمنمنءعلىللقس!مة

نأفأثبتصحيحغيرحقيقيأعددأ*5!كانإذا:05مثالى

أ-إ*إ-=إ*-إ.

نأنجد،ههـكهكهأحيث**إ=هـ+!الشكلعلى*بكتابةالحلى:

*-ثرإ-=)هـ-أ(+أ-إ

الخاصية2فباستخدام،صحيحعددأ-إ*-إ-و0<<0-11أنبما

نأنجد31نظرمةمن

*-!=]*-إ-1-1+!1هـ-1=*-إ-1-=0+1*-إ-1-1

.32نظرية

يساوي"كلاقى!أنبحيثء!أشأكبرإنأوليأ.عددأكلليكن

!،=س!اكل؟ا

يساوي3"11223!بحيث3!أسأكبر:54مثالى

!3=!ساس!أ2ا

:أعلاه31نظريةمن3الخاصيةنستخدمالحسابات1لإجراء
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أساسيةونظرياتتعريفات
في15

ابرأ0421=

إبربرا=ا112بر31/ا=اه143=13

ا21ب!أ=اأ!/3211223=ابخ!=4

!/332!!=ا4!=أ 1223Qب!ا1=

ا2ب!أا=اأ!/223هـ3!!=الأا=5

.ع3=04+13+4+أ=58إذأ

.48تعريف

الآتية:الدوالبتعريفنقومموجبأ.صحيحأعددأيزليكن

يز.للعددالموجبةالقواسمعددهو(ء)قى.أ

.2n)6(يز.للعددالموجبةالقواسممجموعهو

كانإذازيالعددتقسمالتيالمختلفةالأوليةالأعدادعددهو)قى!د!3.

"!ك!.=أو،يأ!أ

إذأ75,25,15,5,3,1.هي52.3=75للعددالموجبةالقواسم:52مثالى

6=(75)75(=2، 6(75) r!كل.،124=

33.نظرية

ف!ن(،الأوليةعواملهإلىيز)تحليلقى=كل*كل2!...!كلكانإذا
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الأعدادنظريةفيمسائل32!!

)ي)(ء=ء(+2مم!()1+3ء(00.)1+)1

)ي)(ء=ا+*!-01ا+2ءكل-000001ا+3ءكل-أ

اكل-أكل2-أكل1-3

=)nK&r

نعرفهاالتيالعدديةبالدوالئسمىلماأمثلةهيأعلاهالمعرفةالدوال

يأتي.كما

94.تعريف

الصحيحةالأعدادمجموعةمجالهاكانإذاعدديةدالةلمالدالةإننقول!أ.

الموجبة.

ضربيةدالة(صفريةغيردالةلم)حيثلمالعدديةالدالةإننقول!2.

(MultiplicativeFunction)كانإذا(mn)=f (m 3(n)لأيلم

.mيز(،)قى=1يحققانيزويهزموجبينصحيحينعددين

34.نظرية

ضربية.دوالهي،دكل،ءءالعدديةالدوال

.35نظرية

ضربية.دالة!ف!ن)يز(!=%)"(وضربيةدالةلمكانتإذا

كاملأ.مربعأيزكانإذافقطوإذافرديعدد)قى(ءأنأثبت53:مثالى

عددأقى(ء)كانإذا.(ءقى)=فيء()1+إذأ.قى=فيكل!لنيكتب:الحلى

عددءأنيعنيهذاأ.!!!3القيملجميعفرديعددء+أف!نفرديأ

علىنحصل2=ء،لمكتبنالو3!إ!أ.القيملجميعزوجي
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كأ53أساسيةونظرياتتعريفات

كام!مربعأيزكانإذا.كاملمربميزأنأي،قى=فيكل!2=(فيكل!2)

عدد2(في=)قى(ءلم)1+ثمومنكلفي=قى!2نكتبأنفيمكننا

.فردي

(MdbiusFunction-موبيوس)دالة02.تعريف

كانإذاكمايلي:المعرفةالعدديةالدالةهيىموبيوسدالة

لقيمة2?كانإذا!5=)قى(لم،أ=)1(ىف!ن،قى=!كل*كل3ءول...

.ء=2ء=...=3ء=1كانإذا)*(ى=3)1-(وإ،ما

36.نظرية

ف!ن+1>كانوإذاضربية،دالةهىىموبيوسدالة

5=)*(ىكبم.

(MdbiusInversionFormula-العكسيةموبيوس)!يغة37.نظرية

ف!نيزموجبصحيحعددلأي=)قى(!أ)"(كانإذا

f"(لم!كبم=))"/ ( n.

54:مثال

معالعكسيةموبيوسصيغةباستخدامفإنه)n(r=11إنحيث

.1=ي)(ء)"(ىكم)"/علىنحصل)=أ
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الأعدادنظريةفيمسائل34!!

معالعكسيةموبيوسصيغةباستخدامفإنه)*(ء=!"إنحيثب-

=)n)nى(ء=)ى(ولم(Fعلىنحصل

n).=)"/ي)(ء)"(ىكبم

.+أ!كانإذا%")"(ىالمجموعقيمةجد55:مثالى

)F)"(ى"ك!=)لتضعالحلى: n.قى(أنبما(uقى=(n)ضربيةدالةلم

)ءكل(!قيمةب!يجادنبدأيذا.ضربيةدالة!أن35نظريةمننستينتجف!ننا

صحيح:عددأدءوأوليعددكلحيث

)كا!(!=في"أ"(ى=)1(ي!+)ء(ي!ء=أء-

علىنحصلضربيةدالة!أنفبسببقى=فيءكلكانإذاالآن

(n)=؟Fءكل()=(؟1-إكل)

نأأي

%""(ى)=!"-ء.)

التامة(لأعدادا).24تعريف

كانإذا!لا،ctnumberrP)تامعدد+أدالصحيحالعددإننقول

n2=)n)6،زائدوعدد(Abundantnumber)كانإذاn2>)n)6،

6كانإذا(Deficientnumber)ناقصوعدد n2<)n).

38.نظرية

قى،،2=،2(1-)1كانإذافقطوإذاتامعدديزالزوجيالعدد

.أوليانعددان"2أ-وكلحيث
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كأ55أساسيةونظرياتتعريفات

،6،28،694،8128هيالأولىالزوجيةالتامةالأعداد:56مثالى

33603355،5609869858.

صحيحوعددءأوليعددلأيناقصعدد"كلالعددأنأثبت:57مثالى

ح!.أجيم

ف!نكل2=كانإذاالحلى:

)"2(ء=ا+"2أ-!ا+"2=ك!2"2

الحالةهذهفي.كل!2أنالآنلنفرض.ناقصعدد"2العددف!نثمومن

الآتي:لدينايصبح

كلا+"-1كل"ا+"-كل-("+)ا)1k-كل)ا+"(-

كل(ء)=كل-أ=كل"-كل)1-=كلأا-

ور-كل

-أ)ا+"(-كل!أأنبما

!?-=-<2?=>=?1-=<1-p
كل2كل22-1()1-كل

نأنستنتجف!ننا

أ-كل)1+"(-كه2"كل
"كل(ء)=كل"*

ا-كل)

ناقص.عدد،كلالعددف!نثمومن

(PythagoreanTriples)فيثاغورسكلدكيات

طوليمربعيمجموعيساويالوترطولمربعالزاويةقائممثلثأيفي

الضلعينطوليدلو*والوتوطول2كانإذا.الآخرينالضلعين

ف!نالآخرين

لو+2*=2ح!2

o b e i k a n d l . c o m



الأعدادنظريةفيمسائل36!!

أعدادأالأضلاعأطوالكونحالةفي.فيثاغورسمعادلةئسمىالمعادلةهذه

الآتية:المصطلحاتنستخدمف!نناموجبةصحيحة

22.تعريف

قائممثلثأيهو(Pythagoreantriangle)فيثاغورسمثلث.أ

موجبة.صحيحةأعدادأضلاعهأطوالالزاوية

مرتبثلاثيأيهوفيثاغورسئلالي2.

فيثاغورسمعادلةيحققموجبةصحيحةأعدادمنفكؤن*(دل21،

.*2+ل!=ح!

(Primitivetri)!أءب!ائيلمخ!ئيئسمىء(ل!،2،)فيثاغورسثلاثي3.

(1من)أكبرمشتركعاملأييوجدلاأنهأي،*(،لل2،)=1كانإذا

أضلاعه.أطوالبين

93.نظرية

عددللفيهاالتي،دل،*(z)البدائيةفيثاغورسثلاثيات!يع

كالآتي:معطاةزوجي

*=32-فى2

y=فى23

z+2فى2 =!r

و،زوجيوالآخرفرديأحدهماموجبانصحيحانعددانكلاو3حيث

)3.3(.أ=و،ممكلا!ى

(*،دل2،)البدائيةفيثاغورسثلاثيةفيأنهبالذكرالجديرمن:ملحوظة

فقداندونمن.زوجيالآخروفرديللأو*العددينأحدأننلاحظ

زوجي.عدددلأنأعلاهالنظريةفيافترضناالتعميم

o b e i k a n d l . c o m



أساسيةونظرياتتعريفات

.04نتيجة

في57

زوجيعددللفيهاالتيد!،*()2،الموجبةالصحيحةالحلول!يع

فيثاغورسلمعادلة

ل!+2*=2ح!2

كالآتي:فعطاة

x=(حلأrي-2)2

2krsلل=

(ء=ءrي+2)2

موجبانصحيحانعددانكلاوrو،موجبصحيحعددح!حيث

.)3،مم(=أو،ممكلا!ىو،زوجيوالآخرفرديأحدهما

إماف!نهبدائيفيثاغورسثلاثي،*(لل)ء،كانإذاأنهأثبت:58مثالى

.5اzأو5ال!أو5*ا

لدينايصبح93نظريةباستخدام:الحلى

*=32-فى،2ل!=فى23،ح!=32+فى2

و،زوجيوالآخرفرديأحدهماموجبانصحيحانعددانكلاو3حيث

5أنلنفرض5.اللف!نكلاأو3يقسم5كانإذاأ=)3.3(.و3،كلا!ى

2و23=.41هثع54نألأأولاحظ.كلاو3يقسملا = 1,4mod5.فى

52كانإذا = 2s mod5ف!نممmodكان!اذا5.*اأنأي*،=ه

532 mod2ىحr5ف!نO mod=15ءأنأي،ء.

الثلاثيتجعلالتييزالموجبةالصحيحةالأعدادجميعجد95:مثالى

بدائي.فيثاغورسثلاثي،قى(قى+،1قى)2+

:فيثاغورسمعادلةلمجققأنيجبالمعطىالثلاثيأولأ:الحلى
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الأعدادنظريةفيمسائلب!38

2+2(2=)*1(*2+)*+

+قى()3-قى(51=)أوقى2-52=3-قىالمعادلةعلىنحصلبالتبسط

الثلاثيوهو)5,4,3(الثلاثيتعطيناالقيمةهذه.قى!5لأنقى=3ومنه

.السؤالشرطلمجققالذيالوحيد1البدائي

(DiophantineEquations)الديوفانتيةالمعادلات

كانإذاديوفانتيةمعادلةأكثرأومتغيرينفيجبريةمعادلةعلىئطيق

زوجأي.المعادلةهذهتخققالتيالصحيحةالأعدادإيجادهوالمطلوب

أعدادمنفكؤن،...(مرتبرباعيأومرتبثلاثي)أوإلل،*(مرتب

الديوفانتية.للمعادلةصحيحأحلأئسمىالديوفانتيةالمعادلةلمجققصحيحة

الديوفانتية:المعادلاتلحلالأساسيةالطرقلبعضذكريأتيفيما

الصحيحة.للأعدادالعامةالخواصاستخدام10

التحليل.استخدام2.

.التطابقاتاستعمال3.

.المتبايناتاستخدام4.

التربيعية.الروالسبخواصاستخدام5.

.الطرقهذهتوضحالآتيةالأمثلة

.*22-د!36+4201=45للمعادلةالصحيحةالحلولجد65:مثالى

بينما،زوجيعدددائماالأيسرالطرفلأنللمعادلةحلأييوجدلاالحلى:

.فرديعددالأيمنالطرف

للمعادلةالصحيحةالحلولجد:61مثالى

.*3لو-*2ل!22حط+ل!*ح!0-3=1
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كأ95أساسيةونظرياتتعريفات

الآتية:الحالاتلدينايصبحثمومنللا1أننستنتجالمعادلةمنالحلى:

*(،=)y,)1,1(-,1(1,)-(أ,1,)-(أ-,1)

الأصليةالمعادلةفيالحالاتهذهمنلكلدلو*قيمةبتعويض

هيالحلول.المقابلةءقيمةعلىنحصل

*(ل!،،حط)=،101(،)ه)0,1-,1-(

.*3-8دو3=91للمعادلةالصحيحةالحلولجد62:مثالى

المعادلة:علىنحصلبالتحليل:الحلى

x(=91-2y)yx2+2x(+4y2)
الآتية:الاحتمالاتإلىيؤديهذا

ا=y2-xد،1د91

!*2+ل!*2+ل!24=أد9،أد

هوصحيحأحلأيعطينافقطمنهاواحدأأننجدالأربعةالأنظمةهذهبحل

)1,3(y(=،)*.

.*39-5دو2=14للمعادلةالصحيحةالحلولجد63:مثالى

ف!نه3*59-ود2=14للمعادلةصحيحةحلولتوجدكانتإذاالحلى:

32للتطابقحلولتوجد 14= mod59-3لوx،بالتبسيط،أو

3=2 2 mod،21,0=3لأنمستحيلوهذالو modعددلأيء

.المعطاةللمعادلةصحيحةحلولتوجدلاإذأء.صحيح

.*3-د!3=05للمعادلةالصحيحةالحلولجد64:مثالى

التطابقعلىنحصل3قياسالمعطاةالمعادلةبحسابالحلى:

3=3 2 mod*32هووحيدحللهالذي mod.*=بكتابة
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x = +2 3tنأنجد05=ل!3-3*المعادلةفيبالتعويضو

الحلولمنمنتبماغيرعددللمعادلةيوجدإذأ.دو=9لم3+أمم!2+8لم14-

يأتي:كمامعطاةالصحيحة

-14()y = (2+3t,9t3 2t18+ t8+،*)

صحيح.عددلمحيث

.*69+5دو2=14للمعادلةالصحيحةالحلولجد65:مثالى

نأكال!.2أكبما5/4أنأي6x9=14Xل!5+52ءلأ2أنلاحظ:الحل

فيفبالتعويض،د!2=5إذاكان.د!2=1أو2y=5إذأ،صحيحعددل!

ل!،أ=2كانوءاذا.للحلقابلةغيروهي9،بر=146ينتجالمعطاةالمعادلة

هيالحلولإذأبر.أ+=ثمومنبرأ=6ينتجالمعطاةالمعادلةفيفبالتعويض

،)101(=)ل!،*(.,)1-,1(،)101-()1-,1-(

د!.2=*3*-للمعادلةالصحيحةالحلولهيما66:مثالى

الآتي:الشكلعلىالمعادلةنكتب:الحلى

!ل2=**(2-)1

نأذلكمننستنتج*(،*،2)1-=أأنبملاحظة

ا*هـ=2

!2=1-2*

الثانيةالمعادلةفيالأولىالمعادلةبتعويض.صحيحانعددان؟وءحيث

*(،)2ء=2؟=أ-4ء،حالةفي4ء.2!=أ-المعادلتينعلىنحصل

bء()؟-2ء(1=)2+لدينايصبحبالتحليلف!نهأ=2؟-2)2ء(،أو

ثمومن

أد=؟-2ءا

أد=؟+2ء!
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في16

.2xء==أأنيقتضيهذا.)؟،2ء(=)501(الحليعطيناهذا

أ=2؟+هـءعلىنحصل*(،=a-2)-هـء،1هـ=2حالةوفي

التواليعلىيقتضيهذاأ+(=)"،ء(.,5,)(ه,+1)هيحلولهاالتي

هيالأصليةالمعادلةحلولإذأ5=2!=بر.وأ-=2ء-=بر

)ل!،*(.=،1-(,)0,0(,)0)0,1(

.أ+أ+أ=أللمعادلةالموجبةالصحيحةالحلولهيما67:مثالى

!لح!

للوو*المتغيراتترتيبإعادةالأن*!لل!ءأنأولأنفرض:الحلى

تصبحالمعادلةف!نx=1كانإذا(.المعادلةجوهرمنيغيرلنء

علىنحصلفسوف*فى4كانإذا.مستحيلوهذا،أا+أ5=

أل!ح!

أنلالدإذأ.مستحيلأيضأوهذا=أ،أ+أ+أ3=-+-+أ!

ل!*ح!4444

.*=23=*أويكون

بما.ل!+أ=2المعادلةتصبحالحالةهذهفي.بر=2:الأولىالحالة

دل.*،2=لكن.دل4!ثمومنأ=أ+أ!2إذأ،دل!ءأن

ل!2ح!ل!

لد3=أننجددلللمتغيرالثلاثالقيمهذهباختبار!2.دليمه4إذأ

هذا.أ+أأ=للمعادلةء4=تعطيدل4=وء6=تعطي

ح!2

الحلوليعطينا

)4,4,2(6(,3,)2,=(z)*،!ل،

بما.أ+أ=2المعادلةتصبحالحالةهذهفي.*=3:الثانيةالحالة

ح!3

دل.*،=3لكن.دل!3ثمومن2=أ+أ!2إذأ،دل!ءأن

الحليعطيناهذاء.3=القيمةعلىنحصلبالتعويض.دل3=إذأ
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الأصلية.للمعادلة*(،دل2،)=)3,3,3(

الآتيةالعشرةالحلولعلىنحصل*!دلء!الشرطإزالةعند

:المعطاةللمعادلة

(*ل!،،ح!)=(3.3.,)2,3(,3,)2,6(,6)3,3(,2,)3,6(26،,)

)2,4,4()4,2,4(,)4,4,2(,)2,3,6(,)3,2,6(,

.+2-!3=أللمعادلةالموجبةالصحيحةالحلولجميعجد:8مثالى

علىنحصل8قياسالمعادلةبحساب.قى3ءأنأولألنفرضالحلى:

3!8التطابق = 7 mod83لأنللحلقابلغيروهو! =,1 5 mod

قى.د3كانإذاللمعادلةحلولتوجدلاإذأ.يهزموجبصحيحعددلأي

هوالمعطاةللمعادلةالوحيدالحلأننجد+2=و+=1القيمبدراسة

1()2,=(n، m.)

أوليعددعلىالقسمةيقبلصحيحأعددأ"ليكن:96مثالى

للحل.قابلةغير*2لوء-2=أ-المعادلةأنأثبت.كل=3ث440

التطابقإذأ.للحلقابلةالمعطاةالمعادلةانلنفرضالحلى:

نأيقتضيهذاكل(."اأنالاحظللحلقابلx2=-أهثع4كل

43!نواضحتناقضوهذا(أ=)أكل mod=الملحوظةأ)أنظركل

للحل.قابلةغيرالمعطاةالمعادلةأننستنتجالتناقضهذامن.(92للنظرية

د!.2=*3+23للمعادلةالصحيحةالحلولجد07:مثالى

نألنفرض.للمعادلةصحيححلأيوجودعدمب!ثباتنقومالحلى:

.المعطاةللمعادلةحلهو،5*(لو)5

التطابقعلىنحصلفسوفزوجيأعددأ5*كانإذا

o b e i k a n d l . c o m



كأ63أساسيةونظرياتتعريفات

43 rood=42لأنمستحيلوهذا،لوة = 1,0 modعددلأيء

*5=أهثع44إماأنهأيفرديأ،عددأ5*يكونأنلإبدإذأء.صحيح

43أو mod=*.

43كانإذا mod*التطابقعلىنحصلفسوف=ه

433 + 23 = 2 nod=مستحيل.وهذا،ل!ة

الآتي:الشكلعلىالمعادلةبكتابةأولأفنبدأ*5=أ4modكانإذا

!لة+4=*ة+27=*(5+*()3ة-*53+)9

*ة-4dom3=9+3-1=9+0x3ف!ن*هأ=هثع44إنحيث

43لمجققءأوليعددعلىالقسمةيقبلأنفلابدثمومن mod=كل

4(.قياسأدفطابقأعددأينتج4قياسأدفطابقةأعدادضربالأن

4-0أنيقتضيهذا modp+4أودوة modp-=ذلكمن.دوة

نأنستنتج

أ=(ةكل=)هـ(=)(أقي"؟=))1()1-(=أ-

.المعطاةللمعادلةصحيححلأييوجدلاإذأ.مستحيلأيضأوهذا
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