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Linear Harmonic Oscillator Using Operator Theory Approach
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عساتلابابلا

تارثؤملاةيرظنمادختسابيطخلايقفاوتلابذبذتملا

مادختسابكلذو،سماخلابابلابيطخلايقفاوتلابذبذتملاةساردتمتدقل

تالداعملابةفثكمةيضايرةربخبلطتيلحلانأدجوو،(تيمريهةلاد)تالسلستملا

ةقيرطيهو،ىرخأةقيرطمادختسابةلأسملاعملماعتنفوسانهاننكلو.ةيلضافتلا

.تارثؤملاةيرظن

ةزيمملاميقلاباسحاهلالخنمعيطتسناننألكلذ؟ةقيرطلاهذهاذاملنكلو

ةفرعمنودبةيطخلاةكرحلاةيمكوةفاسملالثمةيئايزيفلاتايمكللةطسوتملاو

عيطتسنالاننأًاقباسانملعأاننإثيح،ًاريبكًازاجنإدعياذهو،ةزيمملاةلادللةقبسم

،ةزيمملاةلادلاةيمولعملالخنمالإةيئايزيفلاتايمكللةطسوتملاوةزيمملاميقلاباسح

.اهداجيإلةيلضافتلاتالداعملامادختسامتاذهلو

يددعلارثؤملا–1

:لكشلابىطخلاىقفاوتلابذبذتملابصاخلاناينوتلمهلابأدبنانوعد

م2

H=ـكــبا/moثع*)1(

2m 2

:رجندورشةلداعمققحي)1(ناينوتلمهلانأًاقباساندجودقو

H/او=Eب/ابو

1 (2)

E – fi CO(n + ) 71 = ,و0,12 . . .

نآلانمو.بيترتلاب(1)ناينوتلمهللةزيمملالاودلاوميقلاامه/وEثيح

ةرياعملااتيصاخثيح1)=وهوةلادللكاريدفيرعتمدختسنفوسًادعاصف

:ةقالعلاامهمكحتلاودللدماعتلاو

(mn)=ةبر–

1 for In = 71

0 for 711 جع71



مكلااكيناكيمتايساسأ.١٤٢

تارثؤملافيرعتبًالوأأدبنانوعد:انتمهممامتإلو.ركنوركةلاديهلب,ثيح

:ةديدجلا

d = 1 )mo5.4 )ث

2Inh CO (3)

6أ-بيبالت-ةا

امهو)ةيسايقتايمكلاتارثؤمةلالدبتفرعتارثؤملاهذهنأانهظحال

.([.أوةال=ifاةقالعلاامهطبرتوDةيطخلاةكرحلاةيمكو.ناكملا

:ةيلاتلالدابتلاةقالعتبثأ،[.أوظ]–ifأةقالعلامادختساب:يلزنمبجاو

[d.d" = dd" – d'a = 1 (4)

:نأتبثأ(٢)ةلداعملانم:ىلزنمبجاو

(5)

:نأتتبثأةديدجلاتارثؤملاةلالدب:لاثم

)6((+8)ho=(ةهبجلا)f=ho

:نأدجن(6)ةلداعملانم:لحلا



١٥٢تـارثؤملاةيرظنمادختسابيطخلايقفاوتلابذبذتملا:عساتلابابلا

In)(مممf2مج-مح hoo/12رمي262يام

CICI d aد."d -- )CI)""رات=–لبCO771ـكل-ب-ث=AT

2711 2711 2

1 2 77 م2.2+مج:مج

CIT -- (Cl " - -- (CICI " -- (CI "CI)ـ|COT711ـ--

2 2711 CO

وهوديدجرثؤماهيفرهظيتلا(٦)ةلداعملانعثدحتللًاليلقانهفقوتنس

dةيلاتلاصاوخلاهلىذلاىددعلارثؤملاىعديو،7=ة:

١-Nنألارظنيتيمريهرثؤم:

،ا)ةزيمملاةلادلاسفنامهلنوكيالوأنإف٢مقرةيصاخللةجيتنو-٢

:نأدجن(٦)و(٢)نيتلداعملاةنراقمبو

رمي

dan) =N In) =n In) (7)

.11ح0نإفIاةزيمملاةميقلااهلVرثؤمللm)ةزيمملاةلادلاتناكاذإ:ةيرظن

(NIn(ةلداعملابرضب:تابثإلا =nnهجتملابراسيلانمm(جتني:

7171

.(m a an) = n(mn) = Inc)



مكلااكيناكيمتايساسأ ٦١٢

.11ح0نإفمثنموةبجومةميقوهف(Norm)رايعملاوهرسيألافرطلانإثيحو

:نأتبثأ:ىلزنمبجاو

f=ho(ه6أ-()8(

ةيجرادلاتارثؤملا–٢

ىقفاوتلابذبذتمللةزيمملاةلادلاىلع6وةنملكريثأتنآلاسردنانوعد

هجتملاىلعHريثأتبو.ة1)وهو،ديدجهجتمانلجتنيفوسةريثأتب.ا)يطخلا

:((٨)ةلداعملامادختسابكلذو)،يلاتلاجتنيديدجلا

n)) (9)

:دجن(٩)ةلداعمللنميألافرطلاكيكفتبو

ادحصل

N7 ت(م))-(ةقيقم)-يمهتم))10(

:ىلإلصن(٧)و(٦)نيتلداعملامادختسابو

)11(((n- )80(In)-(هم-(fi(In)) -hod NIn
nn)

E+(ةلداعملاعاجرتسابو –hoo(nجتني:

)12(((ho)(d n–رH(an)) =(E

:نأتبثأةقباسلاتاوطخللةلثاممةقيرطب:ىلزنمبجاو

)13(((ho)(d InرهبH(d n)) =(E



١٧٢تـارثؤملاةيرظنمادختسابيطخلايقفاوتلابذبذتملا:عساتلابابلا

اهنأدجن(١٢)ةلداعملاىلإًالوأرظنلابةنيتقباسلانيتلداعملانمجتنتسناذام

ةزيمملاةميقلاوةا)ةزيمملاةلادلااهلنكلوHناينوتلمهللةزيممميقةلداعم

(E)– ho).ميقلااهليتلا،(1)ةيلصألاةزيمملاةلادلاىلعةريثأتنأ:اذهىنعمو

ناينوتلمهللتلعجةديدجلاةلادلاهذه.ة11)يهةديدجةزيممةلادانلجتنأ،Eةزيمملا

لقأةقاطللةديدجلاةزيمملاةميقلانإثيحو.(E-ho)يهو،ةديدجةزيممًاميقنأ

رثؤملاىعدي(ديدجلارثؤملانإف،(ho)ةقاطةدحورادقمب،E)ةيلصألاةميقلانم

يلزانتلارثؤملاوأ(annihilationOperator)ءانفإلارثؤموأيملسلا(يجردلا)

. (lowering Operator)

ةلادلاىلعةريثأتنأدجن(١٢)ةلداعملاىلعقباسلاليلحتلاسفنقيبطتب

تلعجةديدجلاةلادلاهذه.ة|11)يهةديدجةزيممةلادانلجتنأ،11)ةيلصألاةزيمملا

ةديدجلاةزيمملاةميقلانإثيحو.(Etho)يهو،ةديدجةزيممًاميقأناينوتلمهلل

ةا"ديدجلارثؤملانإف،(ho)ةقاطةدحورادقمب،E,ةيلصألاةميقلانمىلعأةقاطلل

.(raisingOperator)ىدعاصتلارثؤملاوأ(CreationOperator)قيلختلارثؤمىعدي

يقفاوتلابذبذتمللEاويضرألاىوتسملاةقاطباسحل(ءانفلارثؤممادختسا:لاثم

.يطخلا

ةيمكيطخلايقفاوتلابذبذتمللةيلكلاةقاطلانأ:ةقباسلاانتساردنمملعن:لحلا

0)يضرألاىوتسملاةلادىلعةءانفلارثؤمانمدختسااذإمثنمو.ًامئادةبجوم

ًايضايرلثمتو،رفصىلعلصحننكلو،ةبلاسةيمكىلعلصحننلاننإف

:ةلداعملاب

60) = 0 (14)

Hريثأتةساردبكلذو،ىوتسملقأةقاطىلعلوصحلاانللهسُيطرشلااذهو

:دجن(٦)ةلداعملامادختساو(0)ةلادلاىلع

(HI0(ةهبجلا)0) =ho

= hod a0) + ! hol0)2

لوؤيفوسةقباسلاةلداعملابلوألادحلانإف(١٤)ةلداعملامادختسابهنأظحال

:وهويناثلادحلاىقبتيو،رفصلل



مكلااكيناكيمتايساسأ.١٨٢

H I0) = " hol0) (15)

:ةميقلاىواستيطخلايقفاوتلابذبذتملليضرألاىوتسملاةقاطمثنم

E ) = " hoo (16)

رثؤملامادختسابايلعلاةزيمملاميقلابسحننأعيطتسنقباسلالاثملاةجيتننم

Hرثؤملابمثةرثؤملاب0)ةزيمملاةلادلاىلعريثأتلاب:لاثملاليبسىلع.يدعاصتلا

:ةيلاتلاةلداعملا(11=0عضوعم(١٢)ةلداعمللانمادختسادعب)جتني

((60)(io/ه(H1) =H (60)) =(E

3 رهب

= : ho(d2أ 0)) =ho|1) (17)

راركتب.hoةزيمملاةميقلااهلةزيممةلداعمىلعانلصحاننأدجناهنمو

((٢)ةلداعملارظنا)ةماعلاةزيمملاةميقلاىلإلصنتارملانم11ددعةقباسلاةيلمعلا

E (بفا)اهب71=0,1,2,...)18(-

ةلداعملاانيطعيو11)ةزيمملاةلادلاىلعرثؤيةيدعاصتلارثؤملانأانضرفاذإ:لاثم

:ةزيمملا

71 +1d In) = c n +1) (19)

.Cب1تباثلابسحا

:يلاتلايسايقلابرضلاعملماعتنانوعد6,رياتباثلاباسحل:لحلا

((dn)(اn dan) =((n d) (d n)) = ((in)

= (c)(c) (n -- 1 m -- 1)
اللحرململا

=1

2

= (C (20)71 +1



١٩٢تـارثؤملاةيرظنمادختسابيطخلايقفاوتلابذبذتملا:عساتلابابلا

dn.(1+1انمدختساثيح =c)مادختسابو.(19)ةلداعملانمكلذو

:نأدجن(٢٠)نمرسيألافرطلابةd=ةd+1ةقالعلا

(ndan) + (nn)=(11|1هndd)–"

= (n dan)+ 1 = n + 1 (21)

C
71 +1

= /71 + 1 (22)

.هتابثإبولطملاوهو

C
71 +1

:نإفمثنم

d n) = /n + 1 | h + 1) (23)

.("ا)باسحل(٢٢)ةلداعملامدختسا:لاثم

:جتنيةيلاتتمتارمثالث(٢٢)ةلداعملامادختساب:لحلا

(1+MT TIn)ةهأ(60))=ةهأ

))1+nأ(6أn+1 d/.=

= /n + 1 /n + 2(6 n +2))

= /n + 1 /n +2 /n + 3 n + 3)

nAl)ةطسوتملاةميقلافيرعتمدختسا:لاثم m)–ةيوفصملاليثمتلاةباتكلةسم

.ةرثؤملل

:جتني(Iاهجتملابىرسيلاةهجلانم(٢٢)ةلداعملابرضب:لحلا



مكلااكيناكيمتايساسأ٢٢٠

)1+n +1 (m n=ةا=(ma l n) In , 71

1 fOr71-هسTT- In = 1 + 1

forجحم1+71 In

:ثيح(6)لكشلابيطعيوةرثؤمللةبوفصملاليثمتلادجنو

| 0) |1) | 2)

(13.0 0 3 1 (13.2

رمي--رمي-T-رمي0000.

(0 ةلوةنيةلو0.م/1

ببا/اةماةيو...االا""""
(d ) = " ةَيمةريو0...ا–|002/0 .

:اهم6،6م03/00.0.

انيطعيوا)ةزيمملاةلادلاىلعرثؤيةيلزانتلارثؤملانأانضرتفااذإ:يلزنمبجاو

:ةيتآلاةزيمملاةلداعملا

d n) =cn –1) (24)

.ةا)باسحل(٢٤)ةلداعملامدختسا:لاثم

:جتنيةيلاتتمتارمثالث(٢٤)ةلداعملامادختساب:لحلا

((1–n In – 1) =/m ،(dIn/1)ش=((dIn)،

= /7 /n –1(d n – 2))

= /n /n –1 /n –2n –3)

. 71 > 3 طرشلابوجوعم

.(nddا)باسحل(٢٤)و(٢٢)نيتلداعملامدختسا:لاثم



١٢٢تـارثؤملاةيرظنمادختسابيطخلايقفاوتلابذبذتملا:عساتلابابلا

:باسحبًالوأأدبن:لحلا

،(an)) = /n +T an+ 1) = /n +T Vm +TIn)

:دجن(Tإهجتملابراسيلانمةقباسلاةلداعملابرضبو

(m dan) = (n + 1) (m n) = (n + 1) 6

= (n ءالع

711 ، 71

for In = 71

forجك711 In

نأتابثإل(٢ع)ر9)٢٢(نيتلداعملامدختسا:ىلزنمبجاو

1 for In = 71

forجك711 In

:ةيلاتلاقئاقحلابابلااذهخيباندجودقل:صخلم

.(١٨)ةلداعملابيطخلايقفاوتلابذبذتمللةيمكلاةقاطلااندجوأ–أ

نيتلداعملابةزيمملاةقاطلاةلادىلعيلزانتلاويدعاصتلارثؤملارثؤيفيكاندجوأ–ب

تايمكللةطسوتملاميقلاباسحلناتمهمناتلداعملاناتاه.(٢٤)و(٢٣)

.(خلإةيوازلاةكرحلاةيمكوةفاسملالثم)ةيئايزيفلا

وأةزيمملاةلادللةماعلاةغيصلاىلإءوجللانودبتاباسحلاعيمجعملماعتلامت–ج

.عوضوملااذهبمهملاوهاذهو،اهتفرعم

ةلولحمةلثمأ-٢

:ةيتآلاتالداعملامدختستسا–1

:(1+m) =/m +1 (n Im|أnI d)1)=ج+d m) =/m +1 |m

اللحرململا

1+In.ةا

d m) = /m Im – 1) ح= (n I am) = /m (n Im – 1) :

0 .0 -



مكلااكيناكيمتايساسأ!٢٢٢

h

2/11 (1)

(mاها/)+(nاهلا)(اشا)-ايسا

271100ةيا/n+1)../6هيدل

:ةيلاتلاتاباسحلاةحصنمدكأتلل(لا= (dأ+d)ةقالعلاو

:نأنمققحتهنمو

1+1=for l1+71/م

1–71=m( = X ./n for l1نا)

0 otherwise

(nاةبةبة6بةة)-))(اشا)-((هبهل 2711C0 2711CO

(anاهm)+(Iأaاهm)+(Iاهها/)+(m!اهلهأ)ج-
2711CO

= جلا ،)TFTTE2( 6, nوي--(2 + 1( فا + N/n(n – 1( 2711COهسي , rr 1 ـب.,م4ـب

:نأنمققحتتهنمو

A/(n + 1)(n + 2) for / = 71 + 2

71=/2n + 1) for(772م

(اث11)=يكحال
2711CO . /71(71 – 1) for / = 71 – 2

0 otherwise

nAl)فيرعتلامادختسا-٢ n)–(3)،(أ):ميقلانملكباسحلةرم،

)p(و(b).

:نأدجن((4)ةلداعملاًاضيأو)قباسلالاثملابتالداعملامادختساب:لحلا



٢٢٣تـارثؤملاةيرظنمادختسابيطخلايقفاوتلابذبذتملا:عساتلابابلا

711 Or) 2711 CO

(111236n))=(4ةاهامn I did))=

= 2|1) (N2ةرات nا+10(=ةات +1)

= (n + )

:لثملابو

(ة)--((ه-ه))--(باةبة-ة6-ةةم)

-لكك((ماة6بةةم)-الك.2.(8nبام) 2 2

= mho(n + )

mAl)فيرعتلامدختسا-٢ m)-أبد-(A)لثمتيتلاتافوفصملاةباتكل

.ة6–6،،،،،ة6،6:ةيلاتلاتارثؤملانمًالك

:لحلا

0 /1 0 0 .. 0 0 0 0

0 0 /2 0 .. 0 1 0 0

(d) = (d " d) =0 0 0 /3 .. 0 0 2 0

0 0 0 0 - - 0 0 0 3

1 0 0 0 1 0 0 0

dd)مجم"0020مجم"متم0010 ) = 0 0 3 0 (dd – CI d) = | 0 0 1 0

0 0 0 4 0 0 0 1

يقفاوتلابذبذتملل/اويضرألاىوتسملاةلادباسحلةءانفلارثؤممادختسا-4

.ىطخلا

:نأًاقباسانملع:لحلا

6/ا)=0



مكلااكيناكيمتايساسأ ٢٢٤

رمح6(رمي1رميمره

=Cl)مادختسابو )IT100 +ihأدجثيحif–=12دجنةقباسلاةلداعملاب:
2InhCO66ر

((-in) --mo(0=(ب)و

اهب--mo)و(ب)=0

:دجنتابيترتلاضعبعمو

In/ا CDx– O

d/او(د)_

hتبتك=

كلاملكلا––"كرابم
ًالام

:لجن،نيفرطلاالكللماكتلاءارجإبو

–هداع"(71100

ًالاير(راع)=Neو)4–2-

N72 711C0 وم...وه .

–1/نأدجنل(د)1–1ةرياعملاطرشنم.لماكتلاتباثوهNثيح

.هتمأ-"يسايقلالماكتلاانمدختسادقو
CـO

o–نأتبثأ:

(6أ)"

م)-ابا)

(m+1|11+1)ةقالعلامادختساب:لحلا =/nنأدجن6أ

d:(11/=(0أ 1) = /2/2) : ( 2) = /33)

:نإفمثنم

3)-بفا-يبلي(ة)ا)-يجيج(6)(0)

f N 11

.ام)-ال[0):ةقالعلااهمكحتةماعلاةلاحلانإفاذهلو



o٢٢تـارثؤملاةيرظنمادختسابيطخلايقفاوتلابذبذتملا:عساتلابابلا

N-((0-1)(2/0)باق)ىوتسملانم"-"

.ةيرايعلاتباثنمققحت–أ

N=(%1.07.0)–1[2(0/0)–/2(03)–/2(30)و(33)

=N [2 –0 –0 + 1) = 3N *

1

/V=ـب

=حم-ج

:ةقالعلابيطعي1نمزلادنعميسجللىوتسملانأنمققحت-ب

E –(n + )ho:)3ةمداقلامار-بفا.V/=(1.ا/ا

-ب(ةياهنلا).هباور

:ةيلاتلاةعقوتملاةميقلانمققحت–ج

( . H Kiا/,1)=).0 /0, )ا

-Eو E:–وN-[2E - (-1) E=

-20

م2

. Ef - 4 + الهنأناينوتلماهلاانمدختساثيح
711

:ةيلاتلاةعقوتملاةميقلانمققحت–د

(0.mory0.0إ)-(WW.I.)

1

-hoN [2(0 26ةب10)+(3 26ةب13)

1 3

= hoجهاض(41)+)6+1([=ة

2

w-يسنت-يساسا77(ةمق) 2 2 2711 CO

= " ho( 1 - ـه6أ6 + dd6+أ )
كإ

= " ho(6 + 26 ، 41 + كإ("6

:تاقالعلاو

"a,aأ–aأ6=1 = da[1)و+d m) =/m +11n1)و–d m) =/m mو

.خلا(0إةف0)=(0إة3)=0.



مكلااكيناكيمتايساسأ!٦٢٢

ةماعنيرامت–٤

نأتابثإل(4)–(14)فيرعتلامدختسايطخلايقفاوتلابذبذتملل-1

(6)|0|(أ)0

(6) | 0 | (P) 0

(id) | 1 + 1 .(n + )

mho(n + )

f)

م2

لا

2

(3)

(b)

*>Af = /< p " > – <P9ر*<P>–<"كع/=Ar

رهمهيالرما1--

.AAf = (n + )h نأتبثأو

:ةيلاتلاتاقالعلاتبثأ-٢

(aةهبة)-fi
2

[d, H ] = hood;

[dأ,H1=–hodأ

.يطخلايقفاوتلابذبذتملل|1)ىوتسملاةلادباسحلةءانفلارثؤممادختسا-4

يداصلاوينيسلاروحملايهاجتابيطخلايقفاوتلابذبذتمللناينوتلمهلاربتعا-6

:لكشلابىطعُيةيزيتركلاتايثادحالل

2
3–1(م2ده21دكبم2دم2-

y" - ), k =In C0+.و(5+5)+(د=H



٢٢٧تـارثؤملاةيرظنمادختسابيطخلايقفاوتلابذبذتملا:عساتلابابلا

[*.رادع.م.د[3.5]=1،5،6–0.

[d,هبدة,ه–4،6–6،6=0.

H = (d d + a d, +1 )ho

ةلادلاو

1

71مم)-ج.()اهل)

نأتبثأ

(n .n, H n, m) = 2ho

نأتبثأ-٧

3+1=/n +1)(n +2)(n + 3( for)/ح

3/ 2 3(n + 1) /71 + 1 for / = 1 + 1

hرح

1–11=/x 3nN/n for(يبد)-(اناس)
2711CO

./n(n – 1)(T1 – 2) for / = 71 –3

0 otherwise

. /(n +1)(n +2)(n + 3)(n + 4) for / = 1 + 4

(4n + 6) /(n + 1)(n + 2) for / = 1 + 2

) 6n " + 6n + 3 for / = 71

X

(4n – 2) /n(T1 – 1) for / = 1 – 2

./n(T1 – 1)(11 – 2)(T1 –3) for / = 71 – 4

0 otherwise

hرح

(110)-(يب

.1=0نمزلادنعا/(1=0))=ةَي(0)+1))ىوتسملانمأدبميسج-8



مكلااكيناكيمتايساسأ.٢٢٨

:ةقالعلابىطعُي1نمزلادنعميسجللىوتسملانأنمققحت-أ

())-لجاعلاو)مار)

20-ho E-مE

2 2

:نأتبثأTبل

((0))–((0)د(0))-ليبرا

(p(0)ا/(0))=0. = (/ (0) p)

77

(ات(1))(%(1)د(1))-ايبيلنم(1)

77 .

)Sin(CD(70)ما(1))--يس–((1)p)

( (1)) = (p(1)) و

711

(b(1)) = –mo" (A(1))

:لحلانمدكأتوةقباسلاةيلضافتلاتالداعملالح–د

)cos(ool)و -- (p(0)) Sin(CO1((0)د)=((1)د)

711

)A(0)) cOS(COl(ثp(1))= (p(0)) sin(ol) – mo)


