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 تقديــــــــــــــــــــــــــــــم

 

الرحمن الرحيم بسم الله  

ــــــــــتقدي ـــ  مــــــــــــــ

 فيه، والصلاة والسلام    
ً
 مباركا

ً
 طيبا

ً
 كثيرا

ً
لى سيدنا محمد ص علىإن الحمد لله نحمده حمدا

الله عليه وسلم خير البرية، وإمام البشرية، وسيد المرسلين وعلى آله وأصحابه الأخيار البررة، 

 وعلى من اتبع سنته وسار على شريعته إلى يوم الدين.

ت ابحمد الله تعالى وعونه وتوفيقه تم إعداد هذا الكتاب ليتوافق مع تطلعات الجامع     

لبكالوريوس والدراسات العليا لما يتسم به من خدمة الباحثين والبحث ا مرحلتيفي  والمعاهد

لما يحتويه من موضوعات لها وعلوم فيزياء الأرض في كليات العلوم والهندسة  العلمي،

دير وتتقدم لجنة الإعداد بخالص الشكر والتقوالجيوفيزيائية، الهندسية، ، تطبيقاتها العلمية

 .الكتابللجنة تحكيم ومراجعة 

 وآخر دعوانا أن الحمد لله رب العالمين                                     

 وصلي الله على سيدنا محمد وعلى آله وصحبة وسلم أجمعين

 والله ولي التوفيق                             

                                                                                                                                              لجنة الإعداد                                                   
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 مقدمـــــــــــــــــــــــــــــــــة

 

 بسم الله الرحمن الرحيم

 مقدمة

ينا محمد ونب والمرسلين سيدناالحمد لله رب العالمين والصلاة والسلام على أشرف الأنبياء       

 صلى الله عليه وسلم وعلى آله وصحبه أجمعين.

  ،،وبعد،

ساسية فى دراسة التحليل الرياض ى وتطبيقاته وذلك أتحتل المعادلات التفاضلية مكانة       

لتفاضلية ا وتظهر المعادلاتلانها وسيلة مهمة فى حل كثير من المشاكل فى الفيزياء النظرية بل 

في كثير من العلوم الرياضية )البحتة والتطبيقية( كما تظهر أهمية المعادلات التفاضلية ليست 

عرفة المختلفة من العلوم الهندسية والطبيعية في الرياضيات فقط بل وخلف ميادين الم

 .وإدارةوالكيمياء وعلم البيئة والطب واقتصاد 

وقد نشأأأأأأأأة ت نظرية المعادلات التفاضأأأأأأأألية في أعقاب نشأأأأأأأأةة علم التفاضأأأأأأأأل والتكامل في         

القرن السابع عشر الميلادي على يد العالمين العظيمين، الإنجليزي إسحق نيوتن 17271642 

 والألمأأأأأانف جونفرد ليبن ز  17161646  ولقأأأأأد سأأأأأأأأأأأأأأأأأأأاهم في تطور هأأأأأذا الفر  الهأأأأأام من فرو .

عرفالرياضأأأأأيات عدد كبير من 
ً
على  (Differential Equation)المعادلة التفاضأأأأألية  العلماء، وت

 أنها معادلة تحتوي على مشتقات ومتغيرات. كالأمثلة الآتية 

  
2 2

2

sin , 0

, , , ,..., 0,
n

dy
y x y y

dx

z z z
f x y y y y

x x y

    

   
     

   

 

وإذا احتوت المعادلة التفاضلية متغيرا مستقلا واحدا فان المشتقات بها تكون مشتقات       

 Ordinary Differential)عادية وتسمى المعادلة في هذه الحالة بمعادلة تفاضلية عادية 

Equation "ODE")  أما إذا احتوت المعادلة التفاضلية اثنين أو اكثر من المتغيرات المستقلة فان

المشتقات التي تحتويها المعادلة تكون مشتقات جزئية وتسمى المعادلة بمعادلة تفاضلية جزئية 

Partial Differential Equation "PDE")  .) 
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  يتألف الكتاب من ستة فصول:
 

 مفاهيم أساسية. الفصل الأول:في 

 .التفاضلية ذات الرتبة الأولى والدرجة الأولى المعادلاتطرق حل في الفصل الثاني: 
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 مفاهيم أساسية –الفصل الأول 
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 الفصل الأول 

 مفاهيم أساسية

Basic Concepts 
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 التفاضلية:  المعادلة-1/1 

المعادلة التفاضلية هي معادلة تتضمن دالة مجهولة وتفاضلاتها وتنقسم المعادلات     

 التفاضلية إلى نوعين هما:

 ( معادلات تفاضلية جزئية.  2                     ( معادلات تفاضلية عادية.               1    

 Ordinary Differential Equation التفاضلية العادية: المعادلة-1/1/1

هي علاقة تساوي بين دالة مجهولة تعتمد على متغير واحد وبين واحأأد أو أكثر من المشتقأأات      

 إذا كانت الدالة المجهولة هي
ً
والتي تعتمد على   y = f((x  )أو تفاضلات( الدالة المجهولة. فمثلا

 فان الصورة العامة للمعادلة التفاضلية العادية في هذه الحالة هي:  xالمتغير المستقل  

( )( , , , , . . . , ) 0,nf x y y y y   

         حيث                                   
( )

n
n

n

d y
y

dx


 

 Partial Differential Equation التفاضلية الجزئية: المعادلة-1/1/2

هي علاقة تساوي بين دالة مجهولة تعتمد على أكثر من متغير وبين واحد أو أكثر من       

 إذا كانت 
ً
مشتقات )تفاضلات( جزئية للدالة المجهولة بالنسبة للمتغيرات المستقلة. فمثلا

الدالة المجهولة هي  ,z x y  والتي تعتمد على المتغيرين المستقلين,x y   فان المشتقات

 z)التفاضلات( التي سوف تظهأأر في المعادلأأة هي مشتقأأات )تفاضلات( جزئية للدالة المجهولة

بالنسبة للمتغيرات المستقلة التي تعتمد عليها  ,x y وبذلك فان المعادلات التفاضلية ،

 الجزئية في هذه الحالة تكون الصورة العامة لها هي:                         

2 2 2

2 2
, , , , , , , , . . . , , 0

n n

n n

z z z z z z z
x y z

x y x y x y x y

       
  

        
 

  وسوف تقتصر دراستنا في هذا المقرر على المعادلات التفاضلية العادية فقط.     
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 المعادلة التفاضلية:  رتبة –1/1/3

 المعادلة التفاضلية العادية بةنها أعلى مشتقة فى المعادلة التفاضلية.تعرف رتبة 

 المعادلة التفاضلية:  درجة –1/1/4 

تعرف درجة المعادلة التفاضلية العادية بةنها أعلى أس مرفو  لأعلى مشتقة بعد وضع المعادلة 

 ... والأمثلة التالية توضح ذلك  فى صورة كثيرة حدود فى المشتقات

 :أمثلة –1/2

 المعادلة الرتبة الدرجة

1 1 xdy
e

dx
 

1 2 xyy cos83 2  

3 1 54)( 3  xyy 

2 3 02)()( 52  xyyy 

1 2 yyy  ln)(2 6 

4 5   yyy  sin7)( 45 
 

 المعادلة التفاضلية: حل –1/3

)تسمى الدالة  )y x  والمعرفة على الف رة ,a b  للمعادلة التفاضلية 
ً
 حلا

               
( ) ( )( , , , , . . . , ) 0,

n
n n

n

d y
f x y y y y y

dx
    

)إذا كانت )x  قابلة للتفاضلn  من المرات في الف رة ,a b  في هذه الف رة أي 
ً
تطابقيا

 أن:
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 ( )( , ( ), '( ), ''( ) , . . . , ( ) ) 0.nf x x x x x     

 الاختيارية: الثوابت –1/3/1

يقال لمجموعة الثوابت الموجودة بعلاقة ما بةنها ثوابت اختيارية إذا لم يكن من الممكن 

بحيث تحتفظ العلاقة بنفس  الثوابت،استبدال هذه المجموعة من الثوابت بعدد أقل من 

 خصائصها.

 العلاقة
ً
1فمثلا 2cos siny c x c x    1بها ثابتان اختياريان هما 2,c c ،  حيث لا يمكن

cosاستبدالهما بثابت واحد فقط أي أن الحلول  ,sinx x .
ً
 تكون مستقلة خطيا

 حلول المعادلة التفاضلية: أنواع –1/3/2

 الحل العام: –1/3/2/1  

من الثوابأأأت  nوالأأأذي يحتوي على  nيسأأأأأأأأأأأأأأمى حأأأل المعأأأادلأأأة التفأأأاضأأأأأأأأأأأأأأليأأأة العأأأاديأأأة من الرتبأأأة 

 الاختيارية بالحل العام.

 الحل الخاص: –1/3/2/2  

 محددة 
ً
 هو أي حل يتم الحصول عليه من الحل العام وذلك بإعطاء الثوابت الاختيارية قيما

2 المعادلة مثال:
..
y y  حلها العام هوcos siny A t B t  . 

1Aبوضع  B   مثلا نجد أنcos siny t t   .هو حل خاص للمعادلة المعطاة ، 
 

  المعادلة التفاضلية: تكوين –1/4

ام من الحل العام باستخد الاختياريةيمكننا تكوين معادلة تفاضلية وذلك بحذف الثوابت     

 المشتقات المختلفة للمتغير التابع.

 
ً
2yالعلاقأأأة : فمثلا a x b    مرتين تحتوي على ثأأأابتين اختيأأأاريين، لأأأذلأأأك نشأأأأأأأأأأأأأأتق العلاقأأأة

 فنجد أن



 

  5 

 مفاهيم أساسية –الفصل الأول 

5 

.022

,2

2 



yyy

ayy

 

 وبالتالي نكون قد حصلنا على معادلة تفاضلية من الرتبة الثانية.

والعلاقة                               
2 3x xy Ae Be  

 تحتوي على ثابتين اختياريين، لذلك نشتق العلاقة مرتين فنجد أن

xx BeAey 32 32  

xx BeAey 32 94  

 وبحذف الثوابت نكون قد حصلنا على المعادلة التفاضلية الاتية من الرتبة الثانية

065  yyy 

 أما العلاقة 

(1)                                                                     
2 2 0x y a x b y c     

,فهي تحتوي على ثلاثة ثوابت اختيارية  ,a b c. 

 ( ثلاث مرات فنحصل على:1العلاقة )المعادلة التفاضلية نشتق  ولتكوين

2 2 0, (2)

22 2 2 0, (3)

2 6 0 , (4)

y y x a b y

y y y b y

y y b y y y

    

     

       
 ( نحصل على4) ,(3بين المعادلتين ) bبحذف الثابت 

 
2 21 3 ( ) (5)y y y y     

  

هي  (5)، أي أن المعادلة 1)هي المعادلة التفاضأأأأأأأأأأأأأألية التي حلها العام هو المعادلة ) 5)المعادلة )

 المعادلة التفاضلية المطلوبة.
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

من المثالين السأأأأأأأأأابقين نسأأأأأأأأأتنتا أن رتبة المعادلة التفاضأأأأأأأأألية التي نحصأأأأأأأأأل عليها من حذف      

عدد الثوابت الاختيارية في العلاقة المعطاة )حل المعادلة(، والعكس صأأأأحي ،  الثوابت تسأأأأاوي 

 من الثوابت الاختيارية. nيحتوي على  nأي أن الحل العام للمعادلة التفاضلية التي من رتبة 

 

 تمارين: –1/5

 رتبة ودرجة كل من المعادلات التفاضلية الآتية:   حدد -1

2
2 3) 7, ) 5 ,

4 52
2) 6 , ) 9 sin ,

2

2 3) (1 ) , ) 1 ,
21

2) 4 ln , ) 0.

dy xa y x b y xy e
dx

d x dx
c t d y y y

dtd t

y dy
e x dy dx f y

dxy

y
g y y y h e xy y

 
     

 

   
            

   



       

2 أن العلاقة اثبت–2 x xy e x e    التفاضلية    هي حل للمعادلة

2 0y y y   . 

lnyبين أن العلاقة–3 x   0هي حل للمعادلة التفاضليةx y y    على الف رة

(0, ) .فقط  

xy بحيث تكون العلاقة أوجد قيمة–4 e      للمعادلة التفاضلية 
ً
حلا

3 10 0y y y    . 

)2أن العلاقة  ثبتا-5 )y x a   2هي حل عام للمعادلة التفاضليةy y  بينما ،

2y x .هو حل خاص لهذه المعادلة 
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 كون المعادلات التفاضلية بعد حذف الثوابت الاختيارية من العلاقات الآتية: –6

2 2 2

2

2

2

2

1) sin ( )

2) ( ) ( )

3)

4) 4

5)

6)

7) ln

8) sin 4 cos 4

x

x

x x

x a t

x a y b c

y a e

x a y b

y ax be

y ae be

y ax b

y a x b x



  

   



 

 

 

 

 

 

,حيث  , , ,a b c    ثوابت اختيارية و.بارام ر 

2 بين أن العلاقة–7

1 2

x xy c e c e   التفاضلية  للمعادلة هي حل عام

3 2 0y y y    بينما العلاقة ،  2 31 x y x   هي حل خاص للمعادلة

التفاضلية   3 2 22 3x y y y x   . 

 للمعادلة التفاضلية  أى-8
ً
5من الدوال الآتية تكون حلا 0y y   

5

5 5 5

( ) , ( ) 5 , ( ) 5,

( ) 5 , ( ) 2 , ( )x x x

i y x ii y x iii y

iv y e v y e vi y e

  

   

4أي من الدوال الآتية تكون حلا للمعادلة التفاضلية -9 4 xy y y e    

2 2

2 2

( ) , ( ) , ( ) ,

( ) , ( )

x x x x

x x x x

i y e e ii y e iii y e

iv y e xe v y xe e

   

   
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 الفصل الثاني

 طرق حل المعادلات التفاضلية

 ذات الرتبة الأولى والدرجة الأولى

 

Methods of Solutions of Differential Equations  

from First Order and First Degree 
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 ة للمعادلة التفاضلية العادية من الرتبة الأولى هي:ـــــــــــــورة العامـــــــــــالص 

( , , ') 0. (1)F x y y  

 ويكون الحل العام لها على الصورة 

)                                             ثابت اختياري      cحيث               (2) , )y x c 

 وفي بعض الأحيان نحصل على الحل في الصورة الضمنية

)                                  ثابت اختياري             cحيث               (3) , , ) 0x y c  

أي أن الحل العام للمعادلة التفاضلية العادية من الرتبة الأولى يكون عبارة عن عائلة   

، ويمثل كل حل خاص x,y)ثابت اختياري( واحد في مستوى الإحداثيات ))بارام ر منحنيات ذات 

yأحد منحنيات العائلة. واضح أنه يمكننا الحصول كحالة خاصة على   ( 1)من المعادلة ،

 على الصورة 

   , 4y f x y

),( حيث yxf.هي دالة معرفة ومتصلة ووحيدة القيمة في منطقة ما 

وميل المماس للمنحني عند هذه  x, y)هي علاقة بين إحداثف نقطة ما ) (4)أي أن المعادلة 

  النقطة.

 حل المعادلات التفاضلية ذات الرتبة الأولى والدرجة الأولى: طرق  -2/1

 الصورة العامة للمعادلة التفاضلية العادية ذات الرتبة الأولى والدرجة الأولى هي:

),( yxf
dx

dy
 

 المسائل يكون من الأفضل وضع المعادلة على الصورةوفي كثير من 

( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy  
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   وسوف نستعرض فيما يلي بعض طرق حل المعادلات التفاضلية العادية:

 فصل المتغيرات: طريقة-2/1/1

 ادلةأن المعإذا أمكن فصل متغيرات المعادلة التفاضلية ذات الرتبة الأولى والدرجة الأولى أى 

 التفاضلية تةخذ الصورة 

( ) ( ) 0.M x dx N y dy  

 يكون من السهل حلها، حيث يكون الحل على الصورة

)ثابت اختياري                                cحيث    ) ( )M x dx N y dy c   

 لأن المعادلة من الرتبة الأولى. 
ً
 ونلاحظ ان الحل يحتوي على ثابت اختياري واحد، نظرا

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(: 1مثال )

3 0x yy   

 الحلــــــ:

  يمكن وضع المعادلة على الصورة

3

dy x

dx y
  

 وبفصل المتغيرات تصب 

dxxdyy 3 

 وبالتكامل نحصل على 

2 2

2 2 *

3
2 2

3

y x
c

y x c

 
   

 

   

 

 .ثابت اختياري  c*حيث
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 التفاضلية: اوجد الحل العام للمعادلة(: 2مثال) 

0)1()1( 22  y
dx

dy
x 

 الحلــــــ:

 يمكن كتابة المعادلة على الصورة                

2 2

1 1
0

1 1
dx dy

x y
 

 
 

 بالتكامل نجد أن 

2 2

1 1

1 1

tan tan

dx dy
c

x y

x y c 

 
 

  

  

 .ثابت اختيارى  c حيث

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(: 3مثال)

0,0)3(2  xyxyxy 

 الحلــــــ:

 يمكن كتابة المعادلة على الصورة                 

2 ( 3) 0y dx x y dy   

 والتكامل نحصل على   xyبقسمة المعادلة على  

                          cdy
y

dx
x

  )
3

1(
2 

                                                    cyyx  ln3ln2 

 وبالتالي يكون الحل العام على الصورة    
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2 3 c yx y e  

لاحظ أننا حصلنا على الحل في الصورة الضمنية ومن الصعب الحصول عليه في الصورة     

)(xfy. 

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(: 4مثال)

024  dydxey x 

 الحلــــــ:

 من السهل فصل المتغيرات بقسمة المعادلة على
4y نجد أن والتكامل 

0,
4

2   yc
y

dy
dxe x 

c
y

e x 
3

2

3

1

2

1
 

 ومنها نحصل على الحل في الصورة الصريحة           

ck
ke

y
x

6,
3

2
3

2



 

 

 اوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية الآتية:(: 5مثال )

    2 2 2 2 cos sec 0xdy
i x y y xy y ii x y dx e y dy

dx

     

 الحلــــــ:

    

   

2 2

2

2

1 2 1

1 2 1

2 1

1

dy
i x y y x

dx

x ydy x dx

x
ydy dx

x

  

   

 
   

 
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 وبإجراء التكامل ينتا أن  

2 2

2
2 1

2

1 1

ln 1 tan
2

x dx
ydy dx

x x

y
x x c

 
 

   

  
 

  cos sec 0xii x y dx e y dy   

cosxeبالقسمة على y  نجد أن  

2sec 0xxe dx y dy   

 بالتكامل 

2sec xy dy xe dx c    

 بالتكامل بالتجزيء يكون الحل العام هو

tan x xy xe e c     
 

 ةلة القيمة الإبتدائية الآتية:مسحل اوجد (: 6مثال )

   sin cos cos sin 0x y dx x y dy   

 0 0y    التي تحقق الشرط                              

ـــ:   الحلـــ

cosبالقسمة على cosx y نجد أن  

sin sin
0

cos cos

x y
dx dy

x y
   

 ينتا بالتكامل



 

  15 

 طرق حل المعادلات التفاضلية ذات الرتبة الأولى والدرجة الأولى –الفصل الثاني 

15 

ln cos ln cos ln ; 0

ln cos cos ; ln

x y a a

x y c c a

   

  
 

باستخدام الشرط  cلإيجاد قيمة  0 0y  فإن 

1
(cos )(cos ) ,x y c c

a
   

 ويكون الحل الخاص هو

(cos x)(cos y)=1 

 أو

 1cos secy x  

 معادلات يمكن تحويلها لمعادلات يمكن فصل متغيراتها: -2/1/2

توجد بعض المعادلات في صورة غير قابلة لفصل متغيراتها ولكن إذا قمنا بإجراء تحويل     

 للمتغيرات فإننا نحصل على صورة يسهل فصل متغيراتها.

  المعادلات التي علي الصورة من أمثلة هذه المعادلات:  cbyaxf
dx

dy
                                                                         

cybxaz ولكن باستخدام التعويض متغيراتها،وهذه الصورة لا يمكن فصل                                                          

 فإن المعادلة تتحول إلى صورة يسهل فصل متغيراتها، حيث  

1
( )

dz dy dy dz
a b a f z

dx dx dx b dx

 
      

 
 

azfb
dx

dz
 )( 

 ومن الواضح أن هذه الصورة يسهل فصل متغيراتها كالآتف 

   
.

dz dz
d x x c

b f z a b f z a
   

  
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

zالتكامل ثم التعويض عن  بإجراء  ax by c     نحصل على الحل العام للمعادلة

 التفاضلية المعطاة كما يتضح بالمثال التالي.

 اوجد الحل العام المعادلة التفاضلية: (:7مثال )

 
2'y x y  

 الحلــــــ:

z بوضع x y  

1                        إذن
dy dz

dx dx
      1أو

dy dz

dx dx
  

 التفاضلية يكون وبالتعويض في المعادلة 

2

2

1

1

dz
z

dx

dz
z

dx

 

  

 

                     أو               21 0dz z dx   

 بفصل المتغيرات والتكامل

 

2

1

1

0
1

tan

tan

tan

dz
dx

z

z x c

z x c

z x c





 


  

  

  

 

            الحل العام هو tany x c x   

 التفاضلية: اوجد الحل العام للمعادلة(: 8مثال )

 2 0x y dx dy   

 الحلــــــ:
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             الصورة علىالمعادلة يمكن وضعها  2
d y

x y
d x

                                                               

2zبوضع x y   نجد أن 

1 2

1
1

2

d z dy

d x dx

d y d z
z

d x d x

 

 
     

 

  

                     z
dx

dz
21 

 والتكامل نحصل علىبفصل المتغيرات 

1 2

dz
dx c

z
 

  

                   ثابت اختياري  cحيث  
1

ln 1 2 ,
2

z x c   

yxzبوضع 2 نجد أن الحل العام للمعادلة المعطاة هو 

 

 

1

2

1

2

2 2

ln 1 2 4

1 2 4 .

1 2 4

c x x

x

x y c x

x y e e k e

x y k e

 



   

    

   

 

 فيكون الحل العام على الصورة

2                         ثابت اختياري  kحيث  21
1 2 ,

4

xy x k e      
        

            اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(: 9مثال )

  dxyxdy
2

 

 الحلــــــ:
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

           الصورة علىيمكن كتابة المعادلة   2yx
dx

dy
                                                             

yxz   بةخذ التعويض        نجد أن
dx

dz

dx

dy
 1                         

2

2 2

2

1 ' 1

1 1

1

dz
y z

dx

dz dz
z z

dx dx

dz
dx

z

    

 
      
 

 
 

 

 بفصل المتغيرات والتكامل نحصل على              

             ثابت اختياري  cحيث  1tan tan ,z x c z x c                           

yx   بأ     z   بالتعويض عن    نحصل على  

   xcxy  tan 

 وهذا هو الحل العام للمعادلة المعطاة في الصورة الصريحة.

 المعادلة التفاضلية المتجانسة: حل-2/1/3

يقال أن الدالة (: 1تعريف ) ,f x y  أنها دالة متجانسة من الدرجةn  في المتغيرينx, y  إذا

 يكون   كانت لكل عدد حقيقف 

   , ,nf x y f x y    

 وأمثلة ذلك:

 الدالة -أ  2 2,f x y ax by cxy    دالة متجانسة من الدرجة الثانية حيث 

   2, ,f x y f x y    

 الدالة -ب

 , tan
y

x
y

f x y e
x

 
   

 
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 دالة متجانسة من درجة صفر لأن

   0, tan ,
y

x
y

f x y e f x y
x






  


 
   

 
 

ولكن الدالة  -ج  2,f x y x y  دالة غير متجانسة 

yإذا وضعنا  xz فان أي دالة متجانسة من درجةn    يمكن كتابتها  فى الصورة 

     , , 1,nf x y f x xz x f z   

وهذا التعويض يبين أن الدالة المتجانسة ,f x y  يمكن التعبير عنها كحاصل ضربnx 

و  x وهي دالة في 1,f z   والتي هي دالة  فيz .فقط 

 يقال أن المعادلة التفاضلية (: 2تعريف )

 

 
   

,
, , 0

,

x ydy
or x y dx x y dy

dx x y


 


  


 

أنها متجانسة إذا كان    , , ,x y x y  .دالتين متجانستين ومن نفس الدرجة 

 ولإيجاد الحل العام للمعادلة التفاضلية المتجانسة نضع

,dy xdz zdx y xz   

,وإذا كانت     متجانسة من درجةn   فإن 

   

   

1,

1,

n n

n n

x z x p z

x z x Q z

 

 

 

 
 

0dxوبالتعويض في المعادلة التفاضلية  dy    نحصل على 

     0n nx P z dx x Q z zdx xdz    

 أو في الصورة 

      0P z zQ z dx xQ z dz      
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

يمكن إيجاد الحل العام للمعادلة التفاضلية المتجانسة السابقة بطريقة فصل المتغيرات    

 ويكون حلها العام هو 

 

   
ln

Q z c
dz

P z zQ z x


  

yثابت اختياري وبعد إجراء عملية التكامل نضع  cحيث 
z

x
   نه بالتعويض عن أأي

y x z  تؤول المعادلة التفاضلية المتجانسة إلى معادلة تفاضلية في,x z   يمكن حلها

 بطريقة فصل المتغيرات.

 التفاضلية: اوجد الحل العام للمعادلة(: 1مثال )

22 yx

yx

dx

dy


 

 الحلــــــ:

 

 

 

      

 

       

2 2

2

2 2 2

,

,

,

, ,

,

, ,

x ydy x y

dx x y x y

x y x y

x y x y x y

x y x y

x y x y x y







      



      

 


 

  

 

   

 

 وبذلك تكون المعادلة متجانسة لحلها 

   نجد أن 2xبقسمة كل من البسط والمقام على
2

1 




















x

y

x

y

dx

dy 

 بوضع
x

y
v  والتعويض عن  v

dx

dv
x

dx

dy
 نحصل على  
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2

3

1 v

v

dx

dv
x


 

 وعلى ذلك فإن  

3

2

2

2

2

1 1 1
ln

1
ln ln ln , 0

2

1
ln

2

ln

dx
dv

v v x k

v v x k k

k
v

vx

vx
v

k

 
   

 

     

 
   

 

 
   

 

 

 

 بوضع
x

y
v نجد أن الحل العام للمعادلة المعطاة هو 

2

2 2 ln
y

y x
k

 
  

 
 

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (:2مثال )

(2 ) 2 0
y

x
dy

ye x x y
dx

    

 الحلــــــ:

 يمكن كتابة المعادلة على الصورة                                                                                       

 

(2 ) (2 ) 0;

(2 ) (2 ) 0

y

x

v

x y dx ye x dy y xv

x xv dx xve x vdx xdv

    

     
 

 علىبفصل المتغيرات واجراء التكامل نحصل 
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 

                                                         































x

y

e
x

y

x

y

dx

dy

21

2
   

  واضح أن المعادلة متجانسة.

 بوضع 
x

y
v  والتعويض عن  v

dx

dv
x

dx

dy
نجد أن  ،         

 
v

v

ev

ev

dx

dv
x

21

12 2




 

 بفصل المتغيرات والتكامل،  نحصل على  

                            ثابت اختياري  cحيث  2 2 1vk x e v   

 بوضع
x

y
v  نجد أن الحل العام للمعادلة المعطاة هو 

                                               .
1

,22

k
aaexy x

y












 

 الحصول عليه في الصورة الصريحةلاحظ أن الحل في الصورة الضمنية ومن الصعب 

)(xfy . 

 أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (: 3مثال )

  0y x dx xdy    

 الحلــــــ:

     

     

, , , ( ) ,

, , , ,

x y y x x y y x y x x y

x y x x y x x y

       

     

      

    
 

 نضع
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,y xz dy xdz zdx    

 وبالتعويض في المعادلة التفاضلية نحصل على 

   

   

 

0

1 0

ln ln

xz x dx x xdz zdx

z dx xdz zdx

dx
dz

x

z c x or y x c x

   

    

  

    

 

 أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (: 4مثال )

2

2

dy y

dx xy x



 

 الحلــــــ:

 بوضع المعادلة على الصورة الآتية:

2 2( ) 0y dx xy x dy   

yبوضع  xz  لأن كلا من البسط والمقام دوال متجانسة من الدرجة الثانية إذن 

     

         

2 2 2

2 2 2 2 2

, , , ,

, , , ,

x y y x y y x y

x y xy x x y xy x x y

     

       

  

      
 

2 2 2

2 2

2

1

1 1

dy dz x y z
z x

dx dx x z x z

dz z z
x z

dx z z

   
 

   
 

 

 بفصل المتغيرات يكون 
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 1

1
1

ln ln ln

ln z

z dx
dz

z x

dx
dz

z x

z z x c

z cxz or e cxz




 
   
 

   

 

 

 الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو 

/y xe cy   

 أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:   (:5مثال )

 2 2 0y yx dx x dy    

 الحلــــــ:

 نلاحظ أن هذه المعادلة ليست ذات متغيرات قابلة للفصل ولكنها معادلة تفاضلية متجانسة.

yنضع      xz     

   2 2 2 2 0x z x z dx x zdx xdz                                                                            (1) 

 في الصورة  (1)المعادلة  تصب  2x( على1بقسمة طرف المعادلة )

2

2

0

0

z dx xdz

dz dx

z x

 

  
 

 التكامل نحصل على  بإجراء

1 ln ln , 0

ln ln

z x c c

x
x c

y

   

  

 

                           أو                           
 ln /

x
y

x c
                           
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 تفاضلية يمكن تحويلها إلى معادات متجانسة: معادلات-2/1/4

 إذا كانت المعادلة التفاضلية على الصورة 

     1 1 1 2 2 2 0 1a x b y c dx a x b y c dy     

فإنه يمكن تحويلها إما إلى معادلة تفاضلية متجانسة أو معادلة يمكن حلها بطريقة فصل 

 المتغيرات 

ن 1)أ( إذا كا 2 2 1ab a b  ن 1فيكون في هذه الحالة المستقيما 1 1 0,a x b y c        

2 2 2 0a x b y c    .متقاطعان 

نفرض أن نقطة التقاطع هي ,   نضع 

,x X y Y      

 وفيها     

,dx dX dy dY   

 ( إلى معادلة تفاضلية متجانسة في الصورة 1هذا التعويض يخ زل المعادلة التفاضلية )

   1 1 2 2 0a X bY dX a X b Y dY     

ثم نستبدل المتغيرات  Y = XZوالتي يمكن حلها مثل النو  السابق باستخدام التعويض 

   x, y بالمتغيرات الأصلية  X, Yالجديدة 

1)ب( إذا كان  1

2 2

a b

a b
  1 أو 2 2 1ab a b   1أي أن المستقيمين 1 1 0,a x b y c        

2 2 2 0a x b y c    متوازيان وفي هذه الحالة نستخدم التعويض 

       1 1a x b y u     

1ينتا أن                                      

1

du a dx
dy

b


 
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

( نجد أنها تتحول إلى معادلة تفاضلية يمكن فيها فصل  1وبالتعويض في المعادلة التفاضلية ) 

 المتغيرات. 

 المعادلة التفاضلية التي في الصورة    )ج(

1 1 1

2 2 2

a x b y cdy
F

dx a x b y c

  
  

  
 

1 بحيث 2 2 1ab a b   أ(فيمكن حلها كما في( 

 )د( المعادلة التفاضلية التي في الصورة   

 
dy

F ax by c
dx

    

 تتحول إلى معادلة تفاضلية قابلة لفصل المتغيرات باستخدام التعويض 

z ax by c     

 :أوجد حل المعادلة التفاضلية (:1مثال )

3

1






yx

yx

dx

dy
 

 الحلــــــ:

 حيث أن 

1 1 1 2 2 2

1 1

2 2

1, 1, 1, 1, 1, 3

1

a b c a b c

a b

a b

       

   
 

 فإن الخطان متقاطعان

01بحل المعادلتين yx, 01 yx  نجد أن نقطة التقاطع هي 2,1. 

2,1    بوضع   YyXx  نجد أن    
dX

dY

dx

dy
 
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 ة إلي الصأأأأأأأأأأأأأأورةلأأأوتتحول المعأأأاد
1

1

Y
dY X

YdX

X







وهى معأأأادلأأأة متجأأأانسأأأأأأأأأأأأأأأأة. وبأأأاسأأأأأأأأأأأأأأتخأأأدام   

XvYالتعويض  نجد أن  
dX

dv
Xv

dX

dY
                                                                                           وتتحول المعادلة إلي الصورة 

                                                  
v

vv

dX

dv
X






1

21 2

 

 وبفصل المتغيرات والتكامل نحصل على

                                                       1

2221 cXvv  

 بوضع
X

Y
v نجد أن                          1

22 2 cYYXX  

,1 بوضع 2X x Y y     في المعادلة السابقة نحصل على  الحل العام للمعادلة

       الصورةالمعطاة على 
2 22 2 6x x y y x y c     

 :اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية(: 2مثال )

542

32






yx

yx

dx

dy
 

 الحلــــــ:

 حيث أن 

1 1 1 2 2 2

1 1

2 2

1, 2, 3, 2, 4, 5

1 1
,

2 2

a b c a b c

a b

a b

       

   
 

41221وحيث أن  baba ,2 فإن المسأأأأأأأأتقيمان 3 0, 2 4 5 0x y x y        

 .متوازيان

     المعادلة على الصورةلذلك يمكن كتابة 



 

  28 

 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

                                        

yxz بةخذ التعويض 2  نجد أن  

                                          1
1 2 (1 ).

2

dz dy dy dz

dx dx dx dx
     

 وتتحول المعادلة إلى الصورة                                                               

                                                           
52

3
)1(

2

1






z

z

dx

dz
                                                                             

(1)                                                                                        
52

114






z

z

dx

dz
 

 يسهل فصل متغيراتها                                                          (1) و المعادلة 

                                ثابت اختياري  cحيث   



 cdxdz

z

z

114

52
 

2التكأامأل لاجراء 5

4 11

z
dz

z



 ثم نوجأد التكأامأل 
ً
فينتا  نجري عمليأة القسأأأأأأأأأأأأأأمأة المطولأة أولا

 أن

                                                  cxzz 







 114ln

4

1

2

1
 

yxzبالتعويض عن  2  المعطاة يكون على الصورةنجد أن الحل العام للمعادلة 

                                .8,1148ln84 ckkxyyx   

 اوحد الحل العام للمعادلة التفاضلية الآتية:  (:3مثال )

3

1

dy x y

dx x y

 


 
 

 الحلــــــ:

5)2(2

32






yx

yx

dx

dy
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1حيث أن  2 2 1ab a b  إذن المستقيمان متقاطعان في النقطة ,   والتي يمكن إيجادها

 بحل
3 0 (1)

1 0 (2)

x y

x y

  

    

2بجمع المعادلتين نحصل على  4 0 2x x      ينتا أن  (1)وبالتعويض في المعادلة

1y    2فنحصل على, 1    2 بوضعx X  1وy Y   تتحول المعادلة

 التفاضلية المعطاة إلى المعادلة التفاضلية المتجانسة 

dY X Y

dX X Y





 

Yنستخدم التعويض Xz   لنجد أن 

21 2 1

1 1

dY dz
X z

dX dX

dz z dz z z
z X X

dX z dX z

 

 
     

 

 

 بالتكامل

 

 

 

2

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1

2 1

1
ln 2 1 ln

2

ln 2 1 ln

2 1

2

dX z
dz

X z z

X z z c

or X z z c

X z z c

Y XY X c


 

 

    

  

  

   

 

 

x,بدلالة y يكون الحل العام هو 

      
2 2 21 2 2 1 2y x y x c         

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:  (:4مثال )

2 1

2 3

dy x y

dx x y

 


 
 

 الحلــــــ:
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

1واضح أن   2 2 1ab a b  2وبةخذx y u  ، إذن 

1
1 2 1

2

dy du dy du

dx dx dx dx

 
     

 
 

 وبالتعويض في المعادلة التفاضلية نجد إن 

1 1
1

2 3

2 2 2 2 3 1
1

3 3 3

du u

dx u

du u u u u

dx u u u

 
  

 

    
    

  

 

 بفصل المتغيرات يكون 
3

1

u
dx du

u


 


 

 وبالتكامل 

4
1

1

4ln 1

2 2 4ln 2 1

x du c
u

u u c

x y x y c

 
    

 

    

    



 

 حل المعادلة التفاضلية:     (:5مثال )

 
2' 2 1 2y y     

 الحلــــــ:

 نضع  

     2 1z x y   

2إذن                                               
dz dy

dx dx
   

 )يترك تكملة الحل للقاريء(
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 (Exact differential  equation)المعادلات التفاضلية التامة:  -2/1/5

 التالية المعادلة التفاضليةتعريف: 

     , , 0 1x y dx x y dy  

تكون معادلة تامة لدالة  ,F x y c   إذا كانت,   ة مرتبطتين بدال ,F x y 

 بالمعادلات  

   , , ,
F F

x y x y
x x

 
 

 
 

 

أى أنه توجد دالة  ,F x y بحيث ,F x y c     

       , , , 2F x y x y dx x y dx  

 وعلى هذا فان حلها هو 

0dF   

   ,F x y c   ومن ثم فإن                               

إذا كانت   , , ,x y x y  ومشتقاتها 

,
x y

  

 
 

           دوال متصلة نجد أن 
2 2F F

y y y x

 



   
  

     
 

,إذا كانت نظرية:   , ,
y x

  

 
x,جميعها دوال متصألة في y  فان الشأرط الضأروري

0dxوالمكافئ لكى تكون المعادلة التفاضلية  dy    تامة هو 

y x

 


 
 

 البرهان:



 

  32 

 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 نفرض أن الطرف الأيسر من المعادلة التفاضلية 

     , , 0 1x y dx x y dy  

هو تفاضل تام للدالة ,F x y  أي أن 

 , 2

F F
dx dy dF dx dy

x y

F F

x y

 

 

 
   

 

 
  

 

 

 نحصل على  xوالثانية بالنسبة إلى  y( بالنسبة إلى 2بتفاضل العلاقة الأولي من )

2 2

,
F F

y y x x x y

    
 

     
 

 ومنها نجد أن

y x

  


 
 

 وبذلك نكون قد برهنا أن الشرط ضروري 

ولكن نبين أن الشرط كافي افرض أن الشرط تحقق وسوف نجد الدالة   ,F x y  بحيث

 يكون 

dF dx dy    

نبحث عن الدالة  ,F x y ( وذلك بتكاملها بالنسبة إلى2والتي تحقق الشرط الأول من )x 

 ثابت( فنحصل على y)بفرض أن 

       , , 3F x y x y dx g y 
بحيث أن التفاضل الجزئف للدالة  g (y)سوف نختار  yدالة اختيارية في  A (y)حيث 

 ,F x y بالنسبة إلىy  يساوي  ,x y أي أن 

     ', ,
F

x y dx A y x y
y y

 
 

  
    
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 ومنها يكون 

       ' , , 4A y x y x y dx
y

 


 
   

لا تدخل في الطرف الأيمن أيضا،  xوبالتالي xالطرف الأيسر من هذه المعادلة لا يعتمد على

( يكون مساويا 1من المعادلة ) xسوف نوضح أن التفاضل الجزئف للطرف الأيمن بالنسبة إلى

 للصفر.

0

dx dx
x y x x y

dx
x x y

x y


  




 

       
     

       

   
   
   

 
  
 

 

  

 يكون لدينا  y( بالنسبة إلى 4بتكامل المعادلة )

 A y dx dy c
y

 
 

   
 

  

 ثابت التكامل. cحيث  

 تعطى في الصورة F  ( نجد أن الدالة1في المعادلة ) A(yبالتعويض عن قيمة ) 

 ,F x y dx dx dy c
y

  
 

    
 

    

dxوالتي تفاضلها التام هو  dy  
 

 اثبت أن المعادلة التفاضلية الآتية تامة وأوجد حلها  (:6مثال )

   22 0xy y dx x x dx     

 الحلــــــ:
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 22 ,

2 1, 2 1

xy y x x

x x
y y

 

 

   

 
   

 

 

 لذلك فالمعادلة تامة 

y y

  
 
 

 

  أو على  اجراء التكامل على 

   

 

2

2 2 '

2

2

F
xy y

x

F xy y dx x y xy A y

F
x x x x A y

y






  



     


     



  

                                         أى أن  ' 0g y  

                                              أو   g y a 

 ويكون الحل العام هو 

2x xy c   

مع  xبأأالنسأأأأأأأأأأأأأأبأأة إلى لإيجأأاد الحأأل العأأام للمعأأادلأأة التفأأاضأأأأأأأأأأأأأأليأأة التأأامأأة نكأأامأأل  ملحوظــة:

ونضأأأأأأأأأأأأأأيف التكأأأاملين   yبأأأالنسأأأأأأأأأأأأأأبأأأة إلى  xالتى لا تحتوى على  ثأأأابتأأأة وتكأأأامأأأل   yاعتبأأأار

ثابتة وتكامل حدود xمع اعتبار yبالنسأأأأأأأأأبة إلى وتسأأأأأأأأأاوى الناتا بمقدار ثابت. أو تكامل

  التى لا تحتوى علىy  بالنسبة إلىx  وتساوى مجمو  التكاملين بمقدار ثابت. أو تكامل

 بالنسأأأأأأأأأأأأأأبة إلىx وتكاملبالنسأأأأأأأأأأأأأأبة إلىy  ونضأأأأأأأأأأأأأأيف التكاملين بحيث لا تدرج الحدود

،المتشأأأأابهة فى التكامل الا مرة واحدة وتسأأأأاوى الناتا بمقدار ثابت. وهذا صأأأأحي  اذا كانت 

كثيرة الحدود فى,x y. 
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 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (:7مثال )

   2 3cos 2 3 sin 0x y dx y x y dy     

 الحلــــــ:

2 3cos , 2 3 sin

3sin

x y y x y

y
y x

 

 

   

 
  

 

 

 إذن المعادلة التفاضلية تامة 

     

 2

2 3cos

, 2 3cos

3 cos

F
x y

x

F x y x y dy A y

x x y A y


 



   

  

  

 نحصل على   yبالتفاضل جزئيا بالنسبة إلى 

 

 

2

2 2

3 sin '( ) 2 3 sin

2

, 3 cos

F
x y A y y x y

y

dA
y A y y

dy

F x y x x y y c


    



   

    

 

 الحل العام هو 
2 23 cosx x y y c    

 طريقة أخرى:

 

 

2

2

2 3cos 3 cos

2 3sin 3 cos

d x x y dx x x y

d x x y dy y x y

    

    

 

 
 

 بجمع التكاملين بحيث لا يدرج الحد المكرر الا مرة واحدة نحصل على الحل العام في صورة 

2 23 cosx x y y c   
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:  (:8مثال ) 

   
2

2

cos cos 2 0

cos , cos 2

x y

x y

y xy e dx x xy ye dy

y xy e x xy ye 

   

   

 

 الحلــــــ:

cos sin , cos sinxy xy xy xy xy xy
y x

  
   

 
 

 المعادلة تامة لأن  

 

 
2 2

cos sin

cos 2 sin

x x

y y

y x

y xy e dx xy e

x xy ye dy xy e

  


 

  

  





 

 الحل العام هو:
2

sin x yxy e e c    

 معادلات يمكن تحويلها إلى معادلات تامة: -2/1/6

 

المعادلة التفاضلية  22 4 0y x dx xdy   غير تامة ولكن بضربها في الدالة

 x x   تصب  المعادلة في الصورة 

 3 22 4 0xy x dx x dy    

 وهي معادلة تفاضلية تامة وحلها العام هو 

2 4x y x  

في هذا المثال الدالة x x   ه نمل للمعادلة التفاضلية الأصلية لأ تسمى بالعامل المكا

ذا أي أنه إ ،تامة يمكن إيجاد الحل العام لها هذا العامل تصب  معادلة تفاضليةبضربها في 

  :كانت المعادلة التفاضلية
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     , , 0 1x y dx x y dy   

غير تامة فإنه يوجد عامل مكامل ,x y   بحيث 

 0 2dx dy    

تصب  معادلة تامة.   

 المكامل:إيجاد المعامل 

 وعليه فإن:  ( معادلة تفاضلية تامة بعد ضربها في المعامل المكامل 2المعادلة )

   
y x

 
 


 

 

 أي أن 

y y x x

  
  
   

  
   

 

 أو

 3
y x x y

  
  
    

   
    

     

وحل هذه المعادلة في  من هذه المعادلة التفاضلية الجزئية يمكن تعيين العامل المكامل 

الحالة العامة قد يكون بالغ الصعوبة إلا انه في بعض الحالات الخاصة مثل x    أو

 y . 

 العامل المكامل. وسوف ندرس هاتين الحالتين الخاصتين:قد يمكن الحصول على 

 فقط: xدالة في  إذا كانت -2/1/6/1

حيث أن x   فإن 

, 0
d

x dx y

   
 

 
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 ( الصورة 3وتةخذ المعادلة ) 

d

y x x dx

   
  
   

   
   

 

 ومنها

1 1
d dx

y x

 


 

  
  

  
 

 ومعامل التكامل هو 

1
dx

y x
e

 




  
 

  


  

 فقط:  yدالة في  كانت إذا -2/1/6/2

 ( تةخذ الصورة 3في هذه الحالة المعادلة )

y x y

  
 
   

   
   

 

 ومنها 

1d
dy

y x

 

 

  
   

  
 

 ويكون العامل المكامل هو  

1
dy

y x
e

 




  
  

  


  

 

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:  (:1مثال )

   21 0xy dx xy x dy     

 الحلــــــ:
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21 ,

, 2

xy xy x

x y x
y x

y x

 

 

 

   

 
   

 

 
 
 

 

 إذن المعادلة التفاضلية المعطاة غير تامة 

2

1 1x y

y x xy x x

 



   
     

   
 

حيث    بضرب طرفي المعادلة التفاضلية في   xإذن فإنه يكون العامل المكامل دالة في

 x    يكون 

 
1

ln 1

dxdx
xy x xx e e e x

 



  
      

 
    

   21 0xy dx xy x dy      

   1 0x y dx y x dy     

 ويكون 
* *

* *

1, 1
y x

y x

 

 

 
   

 

 
 

 

 

 .تفاضلية تامةوهي معادلة 

 إذن

   

   

2

2

1

2

xy xy x
y x

d
x y x xy x

dx

 


 

 
        

    
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

     0

0

1
ln ln

y x dx x y x d

d dx
dx xd

x

x
x

 


 



 

    

     

    

 

 وبضرب طرفي المعادلة التفاضلية المطلوب إيجاد حلها العام في هذا العامل المكامل تصب  

 
1

0y dx y x dy
x

 
    

 
 

 وهي معادلة تفاضلية تامة حلها العام هو 

21
ln

2
x xy y c    

اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:  (:2)مثال 
 

 2 0y xy dx xdy   

 الحلــــــ:

2 ,

1 2 , 1

y xy x

xy
y x

 

 

   

 
   

 

 

 إذن المعادلة غير تامة لأن

y x

  


 
 

 ولكن

2

2ln 2

2 2 2(1 )

1 2(1 ) 2

(1 )

( )
dy

yy

xy xy
y x

xy

y x y xy y

y e e y

 

 






 

 
    

 

   
      

   


   
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 إذن 

2

2 2 2xyy x

y xy y

 



 


 
 


 

أي أن  yإذن العامل المكامل دالة في  y  . 

 المعادلة  

 2 0y xy dx x dy     

 تامة أي أن 

   

   

2

2

2

1 2

2 0 2

ln 2ln 1/

y xy x
y x

d
xy y xy

dy

yd d dy

dy y

y y

 


 

 




 

 
   
  

    

     

   

 

بضرب طرفي المعادلة التفاضلية في 
21/ y   يكون 

2

1
0

x
x dx dy

y y

 
   

 
 

 علىتصب  المعادلة تامة وبالتالي يمكن حلها كما سبق فنحصل 

2

2

x x
c

y
   

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (:3مثال )

 2 2 0x y x dx xydy     

 الحلــــــ:
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 
2 2 , ,x y x xy

y x

 
 

 
    

 
 

 المعادلة غير تامة

2

1 1

y y y
y x

y

y x xy x

 

 



 
   

 

  
   

  

 

  العامل المكامل دالة فيx ويكون العامل المكامل هو  ،فقط 

1 1

ln
dx dx

y x xxe e e x

 



  
 

  
 

    

 نضرب المعادلة التفاضلية بهذا العامل المكامل لنحصل على معادلة تفاضلية تامة هي 

 2 2 2 0x xy x dx x ydy     

 وحلها العام هو 

3
2 2 21 1

3 2 2

x
x y x c    

 ((Linear differential equationالتفاضلية الخطية:  المعادلة-2/1/7

y,تكون المعادلة التفاضلية التي من الرتبة الأولي خطية إذا كانت    y  .من الدرجة الأولي

 والصورة العامة للمعادلة التفاضلية الخطية من الرتبة الأولي هي

     

     

1

2

dy
P x y Q x

dx

dx
P y x Q y

dy

 

 

 

Q,حيث  P  دالتان متصلتان ولهذه المعادلة التفاضلية الخطية أهمية كبيرة في الرياضيات

 البحتة والتطبيقية. ولحل هذه المعادلة نعيد كتابتها على الصورة
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  0dy Py Q dx  
 

( , ) , ( ), ( , ) 1, 0

( )

1
( )

x y Py Q P x x y
y x

P x
y x

P x
y x

 
 

 

 



 
    

 

  
   

  

  
   

  

 

. بضرب هذه المعادلة في عامل المكامل xدالة فيوهذه المعادلة غير تامة وعامل المكامل لها 

 x   فتصب 

  0dy Py Q dx      

 وتكون هذه المعادلة تامة إذا تحقق الشرط:

  (3)

ln (4)

Py Q
x y

d
P

dx

P dx c


 






 
 

 

 

  

  

 ويكون العامل المكامل هو 

( )
pdx

x e                                                                                                                                     (5) 

 الصورة  على( 1) (، يمكن كتابة المعادلة4من المعادلة )

dy yd Q        

                                                          ومنها 
d

y Q
dx

       

 التكامل ب

y Qdx c                                                                                                                            (6) 
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 
وبالتعويض عن

Pdx
e  نحصل على الحل العام في الصورة 

( ) ( )
. ( )

P x dx P x dx
y e e Q x dx c   

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(4مثال )

3dy y
x

dx x
  

 الحلــــــ:

 هو  هذه معادلة تفاضلية خطية من الرتبة الأولى عاملها الكامل 

1

ln
dx

xxe e x


    

 ويكون حل المعادلة التفاضلية هو 
3

5

5

.

5

5 , 5

xy x x dx c

x
xy c

xy x a a c

 

 

   



 

 

  الحل العام للمعادلة التفاضلية: : اوجد(5مثال )

2cot cos
dy

y x ec x
dx

   

 الحلــــــ:

cot lnsin sin
xdx xe e x     

 ويكون الحل العام هو 
2sin sin cos

cosecx ln cos cot

cosecx ln cos cot cosecx

y x x ec xdx c

dx c ecx x c

y ecx x c

 

    

    



  
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 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية (6مثال )

 4 2 0x y dx xdy    

 الحلــــــ:

 نعيد كتابة هذه المعادلة كما يلي 

32dy
y x

dx x
   

 وهي معادلة تفاضلية خطية معاملها المكامل هو 
2

2ln

2

1dx
xxe e

x





    

 والحل العام هو

3

2 2

2 4
2

4 * 2 *

1 1
.

2 2

2 , 2

y x dx c
x x

x x
c y cx

y x c x c c

 

    

   



 

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية (7)مثال 

2sec cos
dx

x y y
dy

   

 الحلــــــ:

 sec ln sec tan

sec tan

ydy y y
e e

y y


 

 
 

  الحل العام هو 

   

 

2

2

sec tan cos sec tan

cos sin cos

1
sin sin

2

x y y y y y dy c

y y y dy c

y y c

   

  

  




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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 (Bernoulli  differential equation)معادلة برنولى التفاضلية:  -2/1/8 

 الصورة العامة لهذه المعادلة في الصورة 

     1ndy
P x y Q x y

dx
  

p,حيث  Q  دوال متصلة معلومة فيx   فقط وأنn  عدد حقيقف لا يساوي صفر أو

0nالواحد  الصحي ، إذا كانت   ( تكون 1فإن المعادلة )1معادلة خطية وعندماn   

فإنها تكون معادلة تفاضلية يمكن حلها بطريقة فصل المتغيرات لذا سنفرض أن 

0, 1n n   ولتحويل معادلة برونلي إلى معادلة خطية نتبع الآتف 

( على 1طرفي المعادلة ) نقسم -1
ny    فتصب 

1

1

1 1
n n

n n

dy
P Q

y dx y

dy
y y P Q

dx



 

 

  

 

نضع   -2
1 nz y    إذن 

   

1 1

1

1 1

n

dy dz

y dx n dx

dz
n zp n Q

dx




    

 

 هو  وهذه المعادلة خطيه عاملها المكامل 

 1 n pdx
e

  

 وحلها العام هو 

 1z n Qdx c     

 ويكون الحل العام لمعادلة برنوللى هو 

 1 1ny n Qdx c      
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 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (8مثال )

2 ln
dy

x y y x
dx

   

 الحلــــــ:

بالقسمة على
2xy تصب  المعادلة في الصورة 

2 1 lndy x
y

dx xy x

    

نضع 
1z y   ومنها 

2

1

ln ln

dz dy

dx y dx

dz z x dz z x

dx x x dx x x



     

 

وهذه المعادلة خطيه عاملها المكامل هو 
1

dx

xe
x




  

2

1 1
lnz xdx c

x x
   

 باجراء التكامل بالتجزيء نحصل على 

1 1 1
lnz x c

x x x
    

 هوويكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المطلوبة 

1 1 1
ln

1
ln 1

x c
xy x x

or

x cx
y

   

    
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 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(9مثال ) 

3 3dy
xy x y

dx
   

 الحلــــــ:

 3yبالقسمة على 

3

3 2

1 dy x
x

y dx y
   

2zنضع  y       32            إذن
dz dy

y
dx dx

    

 بالتعويض في المعادلة التفاضلية 

 

2

22 2

2 2 2

2 2

3 3

2

3 2

2 3

2

1
2 2

2

2 2

1
2

2

xdx x

xx x

x x x

x x

dz dz
xz x xz x

dx dx

e e

e z x e dx c x xe dx c

e z x e x e dx c

x e e c


 

 

  

 


     

  

      

 
      

 

  

 



 

 الحل العام هو 

2

2 2

2

2

2

2

2

1

1

x
x x

x

e
x e e c

y

y
x ce


   

 
 

 

    (Ricati's equation)ريكاتي: معادلة-2/1/9

 :الصورة القياسية لهذه المعادلة هي

     2y p x y q x y r x     
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حيث      , ,p x q x r x  دوال معلومة في  0,p x x 

1yيمكن حل هذه المعادلة إذا علم أي حل خاص  y    

باستخدام التعويض 
1

1
y y

z
    حيثz  متغير تابع جديد تتحول معادلة ريكاتف إلى

 المعادلة الخطية الآتية 

 12 0
dz

py q z p
dx

    

 تمارين -2/1/10

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:  -1

  2 2 '2 ' 1 2x y x y x xy   
 

 بةن 
ً
 للمعادلة y = x علما

ً
 يمثل حلا

 أوجد حل المعادله التفاضليه-2

xxy
dx

dy
2sintan  

 أوجد حل المعادله التفاضليه الآتيه -3

xexyx
dx

dy
x



 23)1( 

 حل المعادلة التفاضليهأوجد  -4

0sincos 3  yxy
dx

dy
x 

 حل المعادلة التفاضليهأوجد  -5

linxyy
dx

dy
x 2 
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 
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 المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجات العليا –الفصل الثالث 

 

 

 

 

 الفصل الثالث

 من الرتبة الأولى والدرجات العلياالمعادلات التفاضلية 

 

Differential Equations from First  

Order and Higher Degrees  
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 في الفصل الثانف أن المعادلة التفاضلية من الرتبة الأولي يمكن كتابتها في الصورة: بينالقد       

 , , 0f x y y    

yومن المعتاد في مثل هذا النو  من المعادلات أن نرمز للمشتقة الأولي       بالرمز P فحل ،

المعادلة التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة النونية سوف نقدمها في هذا الباب وفي كل حالة 

 الأولى.  سنعود لحل معادلة أو عدة معادلات من الرتبة الأولى أو الدرجة
 

 :Pقابلة للحل في  معادلات-3/1

 يمكن كتابتها في الصورة  nنعتبر أن المعادلة التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة 

         1

1 0, , ... , 0
n n

n nA x y y A x y y A x y


                                     (1) 

فإذا   nمن الدرجة  Pوإذا اعتبرنا أن الطرف الأيسر من هذه المعادلة على أنه كثيرة حدود في 

 فإن   Pأمكن حلها بالنسبة إلى 

    1 2 ... 0,n n

dy
A P P P P

dx
        

1حيث  2, ,..., n    دوال للمتغيرين,x y  

     1 2, , , ,..., ,n

dy dy dy
x y x y x y

dx dx dx
       

وهذه معادلات تفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى قد يمكن حلها بإحدى الطرق     

 السابق ذكرها في الباب الثانف نفرض أن حلول هذه المعادلات على الصورة 

     1 2, , 0, , , 0,..., , , 0nf x y c f x y c f x y c    

 ( هو1ويكون الحل العام للمعادلة )

     1 2, , . , , ... , , 0nf x y c f x y c f x y c   

 اختياري واحد لأن المعادلة من الرتبة الأولى.وهو يحتوي على ثابت 
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 المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجات العليا –الفصل الثالث 

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:  (:1مثال )

2 2 23 2 0,x P xyP y P y      

 الحلــــــ:

 بالتحليل نجد أن 

  

2

2 0

0 2 0

0 2 0

0 2 0

ln ln ln 2ln ln ln

, 0

xP y xP y

xP y or xP y

dy dy
x y or x y

dx dx

dx dy dx dy
or

x y x y

x y c or x y c

xy c or x y c c

  

    

    

    

    

  

 

الحل المطلوب يكون في الصورة 

  2 0xy c x y c    

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(2مثال )

2

2 22 0
dy dy

x x y
dx dx

 
    

 
 

 الحلــــــ:

yبوضع    P     

2                              إذن   2 22 0P xP x y    

 بالتحليل يكون 
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    

1 2

0

0 0

,

,

1 0 1 0

x x

x x x x

x x

P x y P y x

P x y or P y x

dy dy
y x or y x

dx dx

e e

ye xe dx c ye xe c

y ce x or y ce x

 

 



      

      

    

  

   

        

 

 

العام هو الحل 

  1 1 0x xy ce x y ce x        

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية الآتية:(3مثال )

2 2 cosh 1 0P P x    

 الحلــــــ:

2 22cosh 4cosh 4 2cosh 2 cosh 1

2 2

cosh sinh

cosh sinh cosh sinhx x

x x x x
P

x x

dy
P x x e or P x x e

dx



     
 

 

       

 
x x x

x x x

dy
e dy e dx y e c

dx

dy
e dy e dx y e c

dx

  

     

     

 

 

 

الحل العام هو 

   0x xy e c y e c      

 ثابت اختياري.  cحيث 
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 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(4مثال )

 
2

' 2 sinh 1 0y y x   

 الحلــــــ:

yبوضع  P  تتحول المعادلة إلى الصورة 

                                               2 2 1 0P P sinh x   

                                                 1

2

xxsinh x e e


                       

       2 1 0 0x x x xP P e e P e P e         
            

                                                             

           
x xP e or P e                 

                                                                 dy
P y

dx
               

                                              ,x xy e c y e c         

 وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة المعطاة هو 

                                                          0  ceycey xx 

 لأن المعادلة المعطاة من الرتبة الأولى.
ً
 لاحظ أننا استخدمنا ثابت اختياري واحد، نظرا

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(5مثال )

  02  yxyyxy 

 الحلــــــ:

yبوضع  P   تتحول المعادلة إلى الصورة 

                                                        2 0P x y P x y                                                     

                                                                 0P x P y    
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

                                                              P x or P y   

                                                                          dy
P y

dx
  

                                                   2

1 1

1
,

2

xy x c y c e    

                وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة المعطاة هو                                                                                  

2

1

1
( ) 0,

2

xy x c y ce c c
 

      
 

 

 كلا الحلين يحقق المعادلة الأصلية.لاحظ أن 
 

 :yمعادلات قابلة للحل في  -3/2

 في هذه الحالة تةخذ المعادلة التفاضلية الصورة    

 ,
dy

y f x P P
dx

                                                                  (2) 

 نحصل على  xوبالتفاضل بالنسبة الى 

dy f f dP
P

dx x P dx

 
  

 
 

,وهذه معادلة تفاضلية من الرتبة الأولي  والدرجة الأولى في  ,
dP

x P
dx

. 

 بفرض أن حلها العام هو 

   , ,P x c or x P c                                   3  

 ( نحصل على 3) ،(2بين المعادلتين )  P بحذف

  , ,y f x x c  
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 المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجات العليا –الفصل الثالث 

( 3) ،(2بين المعأأأادلتين )  Pأمأأأا إذا لم يمكن حأأأذف ،(2وهأأأذا يعتبر الحأأأل العأأأام للمعأأأادلأأأة )   

x,فإنه يمكن التعبير عن y بدلالةP  وتكون المعادلتين 

    , , , ,x P c y f P c P    

 عادلات البارام رية للحل العام. هما الم

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(1مثال )

3y P P   

 الحلــــــ:

 x بالتفاضل بالنسبة إلى

 

2

2

3

1 3

dy dP dP
P P

dx dx dx

dP
P P

dx

  

  

 

 بفصل المتغيرات والتكامل نجد أن 

2

2

1 3

3
ln

2

P
dx dP c

P

x P P c


 

   

 
 

 ويكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو المعادلتان البارام ريتان 

2 33
ln

2
x P P c y P P      

 :  اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(2مثال )

2 0P yP x   

 الحلــــــ:
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 لأنه يمكن كتابتها في الصورة   yهذه المعادلة قابلة للحل في  

x
y P

P
   

  x لىإبالتفاضل بالنسبة 

 

2 2

2 2

2 2

22

1 1
1

1 1
1 1

11

dP x dP x dP
P P

dx P P dx P P dx

P x dP P dx x

P P dx P dP P

dx x P
or

dP PP P

 
       

 

   
       

   

 


 

 وهذه معادلة تفاضلية خطية معاملها المكامل هو 

 2

1

1/ 2 121
1 1

1

dP
dP P P P

P P
e e

 
 

  
  

   


 

 
باستخدام الكسور الجزئية لايجاد 

 2

1

1
dP

P P 
  نحصل على 

 
2

ln 1 ln 1 ln 1P P P P
e

P


    
  

 وحلها العام هو:

 

2

2

2
1 1

2

1

2

1

1

1
cosh cosh (1)

1

1
cosh (2)

1

P dP
x c

P P

P P
x P c x P c

P P

x
y P P P c

P P

 




 




      



     




 

 ( هي الحل البارام ري للمعادلة التفاضلية.2) ،(1المعادلتان )
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 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(3مثال )

022  yyxy 

 الحلــــــ:

yبوضع P  تتحول المعادلة إلى الصورة 

 22 1y x P P 
 

2 2 2
dy dP dP

P x P P
dx dx dx

     

 وهذه المعادلة تؤول إلى الصورة

 2

dP P

dx p x



 

 ولكن إذا وضعناها على الصورة Pواضح أن هذه المعادلة ليست خطية في 

2
2

dx
x

dP P
  

 وعامل المكاملة لها هو  xنجد أنها معادلة خطية في 

2

2 ln 2
dP

PPe e P


   

 ويكون حلها العام هو 

                                  
2 2 32

2
3

P x P dP c P c    

 2

2
2

3

c
x P

P
   

 نحصل على (1)في المعادلة  (2)من المعادلة  xبالتعويض عن 

 21 2
3

3

c
y P

P
  
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 نحصل على حل المعادلة المعطاة على الصورة (3)، (2)بين المعادلتين  P بحذف 

 xFy  

 : اوجد حل المعادلة التفاضلية:(4مثال )

535  yyyy 

 الحلــــــ:

yبوضع  P تتحول المعادلة إلى الصورة ، 

 5 3 5 1y P P P    

(2)                                                                   4 25 3 1
dy dP

P P P
dx dx

      

 بفصل المتغيرات والتكامل نحصل على

 4 25 3
ln 3

4 2
x P P P c    

 نحصل على الحل العام للمعادلة في الصورة (3) ,(1)بين المعادلتين  Pبحذف

 xFy . 

 :xقابلة للحل في  معادلات-3/3

أي يمكن وضعها  y ،Pبدلالة  xإذا أمكن وضع المعادلة التفاضلية بحيث نحصل على  

 على الصورة 

 , ,
dy

x F y P P
dx

                                                                                                       (1) 

  Pبدلالة   yوبإجراء التفاضل بالنسبة الى 

1dx F F dP

dy P y P y

 
  

  
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 المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجات العليا –الفصل الثالث 

 .P  بدلالة  yولى وبحلها وهذه معادلة تفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأ 

(2)                                                                                                                                   ,y P c 

 في الصورة  P  بدلالة x( نحصل على2في )  yوبالتعويض عن 

  , ,x F P c P                                                                                                                     (3) 

بين   P  ( قد يتعذر حذف3)، (2بين المعادلتين ) P( ينتا بحذف 1الحل العام للمعادلة )

( كمعادلتين 3(، )2تين )( للحصول على الحل العام فنكتفف بالمعادل3(، )2المعادلتين )

 بارامي ريتين للحل العام.

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (1مثال )

34 4 ,x P P P y     

 الحلــــــ:

 نحصل على  yبالتفاضل بالنسبة إلى xهذه المعادلة قابلة للحل في

 

 

 

2

3

3

1
4 12

4 12

4 12

dx dP
P

dy P dy

dy P P dP

dy P P dP

  

  

     

2 4

3

2 3

4 4

y P P c

x P P

    


  

 

 تسميان )المعادلتان البارام ريتان(

 هاتان المعادلتان هما التمثيل البارام رى للحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة. 

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(2مثال )

022  yyxyy 
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 الحلــــــ: 

yبوضع  P   تتحول المعادلة إلى الصورة 

                                                    
2 2 0y P x P y   

   2 1 1
1 1

2 2

y
x P y P

P P

 
     

 
     

                          
 

2

1 1 1 1 1
1

2 2

dx dP
y P

dy P P dy P

   
        

      
 

                                                                              1
y dp

P dy
   

بفصل المتغيرات والتكامل ينتا أن    

 2
c

y
P

 

بين المعادلتين Pبحذف   2,1 ينتا أن 

                                                            cxcy  22 

 وهذا هو الحل العام للمعادلة المعطاة.

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(3مثال )

13  xyy 

 الحلــــــ:

yبوضع  P تتحول المعادلة إلى الصورة 

 3 1 1x P P                                                                          

 21
3 1

dP
P

P dy
   

                                                               33y P P dP c    
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 المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجات العليا –الفصل الثالث 

 أي أن 

 4 23 1
2

4 2
y P P c   

بين المعادلتين  pبحذف    2,1                       نحصل على الحل العام للمعادلة المعطاة في الصورة 

 xfy . 

 (D'Alembert equation)معادلة دالمبرت   -3/4

 تعتبر معادلة دالمبرت حالة خاصة من معادلة دالبرت 

(7)                                                                                          ,y xg P f P g P P   

 نحصل على  xبالتفاضل بالنسبة إلى 

 

بأأأأأأأأأالأأأأأأأأأقسأأأأأأأأأأأأأأأأأأأأأأأمأأأأأأأأأة عأأأأأأأأألأأأأأأأأأى  

0
dP

dx
  :نجد أن 

      0
dx

g P P g P x f P
dP

        

 أو

(8)                                                                                      

 

 

 

g P f Pdx
x

dP g P P g P P

 
  

 

 

 هذه معادلة تفاضأأأأأأأأأألية خطية يمكن حلها بالطرق السأأأأأأأأأأابق ذكرها في الباب الثانف حيث 

 عامل مكامل  هو 

 

 

g V
dP

g P P
e




  

 ( هو8للمعادلة )ويكون الحل العام 

     
dP

P g P xg P f P
dx

     
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  

 

'f P
x dP c

g P P
   

  

في الصورة  xأي أنه يمكن إيجاد ,x P c  

 وبالتعويض في معادلة البرت نحصل على 

     ,y P c g P f P   

x,وبذلك نكون قد حصلنا على y  كدوال في البارام رP  وهما يمثلان المعادلات البارام رية

بين هاتين المعادلتين يمكن ان نحصل على الحل العام في  Pلمعادلة البرت، وإذا أمكن حذف 

الصورة  , , 0x y c . 

 : اوجد الحل العام لمعادلة دالبرت:(1مثال )

22y xP P   

 الحلــــــ:

 يكون   xبالتفاضل بالنسبة إلى

 2 2

2
2

dP
P P x P

dx

dx x

dP P

  

   

 

 لحل هذه المعادلة الخطية نوجد العامل المكامل

2

2ln 2
dP

Ppe e P


    

 ويكون  

2 2

2

2

2

3

xP P dP c

c
x P

P

  

 


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 وبالتعويض فى المعادلة المعطاه نجد أن 

22

3

c P
y

P
   

x,وبذلك نكون قد عبرنا عن   y كدالتين فى البرام رP  والثابت الاختياري، أى حصأأأأأأأأأأأأأألنا

 على الحل العام فى صورته البارام رية. 

 : اوجد الحل العام والحل الشاذ للمعادلة (2مثال )

2
3 2 2 ,

P
y Px P y

x
    

 الحلــــــ:

 نحصل على    xبالتفاضل بالنسبة إلى   yهذه المعادلة قابلة للحل في 

2

2

2 4
3 2 2

P P dP
P P x

x x dx

 
    

 
. 

 أو
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 

 

 

2

2

2 2 3

2

2

2

2

2

2 4
2 0

2 2 4 0

2 2 2 0

2 2 0

2 0 2 0

2 2

ln 2ln ln , 0

P P dP
P x

x x dx

dP
Px P x Px

dx

dP dP
x P x P P x

dx dx

dP
x P P x

dx

dP
P x or x P

dx

dx dP
or x P

x p

x P c x cP c

 
    

 

   

   
      

   

 
    

 

   

 

     

 

بالتعويض في المعادلة التفاضلية عن 
x

P
c

   ينتا أن 

2
3 2

x
y x

c c
   

بين المعادلة  Pوهذا هو الحل العام للمعادلة التفاضلية وللحصول على الحل الشاذ بحذف 

2التفاضلية والمعادلة  2x P  فنحصل على 

4
3 31 1

3 2
4 2

x
y x x

x
     

 وهو يمثل الحل الشاذ.
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 المعادلة التفاضلية ذات الرتبة الأولى ودرجة عليا: -3/5

سأأوف ندرس في هذا الباب طرق حل بعض المعادلات التفاضأألية ذات الرتبة الأولى ومن درجة 

أعلى، وكذلك طرق حل بعض معادلات الرتبة الثانية والتي يمكن أن تؤول إلي معادلات ذات 

 الرتبة الأولى.

)الصأأأأأأورة العامة للمعادلة التفاضأأأأأألية غير الخطية ذات الرتبة الأولى هي   , , ) 0F x y y   

dyوسأأأأأأأأأأأأأأوف نرمز للمشأأأأأأأأأأأأأأتقة 
y

dx
    بالرمز P   وبالتالي فإن المعادلة السأأأأأأأأأأأأأأابقة تكتب على

 الصورة   

   , , 0 1F x y p                                                                

أو المشتقة yأو  xوتعتمد طريقة حل هذه المعادلة على إمكانية حلها بالنسبة لأحد المتغيرات 

P. 

    (Clairout's  equation)معادلة كليروت:  -3/5/1

 هي معادلة غير خطية من الرتبة الأولى على الصورة

   1y xy f y   

حيث  yf  دالة معلومة في المتغيرy 

لإيجاد حل المعادلة 1  نفاضل طرفيها بالنسبة إلىx                                              فنحصل على

 

   0 2

y x y y f y y

x f y y

       

      

 

المعادلة  2  0تتحقق عندماy   ،   أو عندما  0 yfx . 

0yعندما    فإنy c   حيث ،c  ثابت اختياري، وبالتعويض بهذا الحل في المعادلة

 1 نحصل على الحل العام لمعادلة كليرو على الصورة 
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

    3y c x f c 

وعندما   0x f y    يتوقف على شكل الدالة 
ً
 مفردا

ً
fفإنها تعطف حلا ، 

yويمكن التعبير عنه في الصورة البارام رية باستبدال    بالبارام ر  P وفي  ،في هذه العلاقة

المعادلة 1 في ذات الوقت، لنحصل على 

       , 4x f P y P f P f P      

المعادلة البارام رية 4  هي حل مفرد للمعادلة 1 . 

 : اوجد الحل العام والحل الشاذ للمعادلة التفاضلية:(1مثال )

  21y x y y a y     

 مقدار ثابت.  aحيث

 الحلــــــ:

 المعادلة يمكن كتابتها على الصورة 

 
2

1
1

a y
y x y

y


 


 

ويكون الحل العام للمعادلة 1 هو 

 
2

, 2
1

ac
y c x c x k

c
   


 

ثابت اختياري، cحيث 
21 c

ca
k


. 

للحصول على الحل المفرد، نعلم أن المعادلة 1 هي معادلة كليرو، حيث 

   
 

32
2 2

,
1 1

a y a
f y f y

y y


   

 

 

yوتكون المعادلتان البارام ريتان للحل المفرد هما )بوضع  P:) 
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 
 

3
2 2

,

1

a
x f P

P


  



 

   
 

3

3
2 21

a P
y P f P f P

P

   



 

 بين المعادلتان السابقتان ، نحصل على الحل المتفرد على الصورة   Pبحذف

.3

2

3

2

3

2

ayx  

 : اوجد الحل العام والحل المفرد للمعادلة التفاضلية:(2مثال )

 2 1y x y y   

 الحلــــــ:

 الحل العام للمعادلة المعطاة هو 

   2 , 2y c x c c x c    

 ثابت اختياري. cحيث 

 للحصول على الحل المفرد لمعادلة كليرو )المعادلة المعطاة (، حيث أن

                        2 2f y y f y y         

pyوتكون المعادلتان البارام ريتان للحل المفرد هما )بوضع    :) 

                                                   2 ,x f P P   

                          2 2 22 .y P f P f P P P P      

 بين المعادلتين السابقتين ، نحصل على الحل المفرد على الصورة  Pبحذف 
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 

                                                              
2

2

x
y

 
  
 

 

لاحظ أن الحل المفرد يحقق المعادلة المعطاة ولا يمكن الحصأأأأأأأأأأأأأأول عليه من الحل العام الذي 

حصلنا عليه )معادلة 2 .) 

 : اوجد الحل العام والمفرد للمعادلة التفاضلية: (3مثال )

a
y xP

P
   

 الحلــــــ:

 نجد أن xبالتفاضل بالنسبة إلى

2

a dP
P P x

P dx

 
   

 
 

0أولا: 
dP

dx
           أو= c P                تعطف الحل العامa

y cx
c

    

2ثانيا:      

a
x

p
                ومنها

2

2a a a
y P

P P P
    

نحصأأأأأأأأأأأأأأأأل على  Pوبحأأأذف
2 4y a x    وهأأأذا هو الحأأأل الشأأأأأأأأأأأأأأأأاذ )المفرد( ويمثأأأل قطع مكأأأافئ

 "كغلاف الخطوط" 

a
y cx

c
   

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(4مثال )

sin ,y xP P P y     

 الحلــــــ:

 بالتفاضل
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 cos
dP

P P x P
dx

    

 أو

 cos 0
dP

x P
dx

   

0
dP

dx
    منهاP = c  ويكون الحل العام هو 

1

1

1

sin

cos cos

cos

cos

y cx c

x P P x

dy
x

dx

dy xdx







 

  

 

  

 

 باجراء التكامل بالتجزيء نحصل على الحل المفرد في الصورة 

 1 1cos sin cosy x x x    

 معادلة لاجرانج: -3/5/2

                                المعادلة التي على الصورة   ygyfxy                                                           

gfحيث ، تسمى معادلة لاجرانا، نسبة للعالم الفرنس ي لاجراناyدالتان معلومتان في ,

 1736 1813 ،وهي معادلة خطية في كل منyx ,. 

لاحظ أن معادلة كليرو حالة خاصة من معادلة لاجرانا وذلك عندما   yyf . 

بالبارام ر yوطريقة حل معادلة لاجرانا هي ذاتها طريقة حل معادلة كليرو وذلك باستبدال

P لاجرانا الصورة، فتةخذ معادلة 

     1y x f P g P  

                  
     

dy dP
P f P x f P g P

dx dx
       
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       2

dP
or P f P x f P g P

dx
     

( يمكن الحصأأأأأأأأأأأأول مباشأأأأأأأأأأأأرة على حلول معينة، وذلك لأنها تتحول إلى متطابقة 2من المعادلة )

لأي قيمة ثابتة 
0P Pتحقق الشأأأأأرط ،  0 0 0P f P  عند أي قيمة ثابتة 

ً
، ودائما

0P  

0يكون 
dP

dx
  وينعدم الطرف الأيمن للمعادلة  2 

 . ًً ً
 وبالتالي عندما يتحقق الطرف الأيسر فإن الطرف الأيمن يكون متحقق تلقائيا

0Pالحل المناظر لكل قيمة  P  أي(
0

dy
P

dx
 هو دالة خطية في )x  

ً
 ، نظرا

 لكون المشتقة تكون ثابتة في حالة الدوال الخطية فقط. 

0Pلإيجاد هذه الدالة يكفف أن نضع  P   في معادلة لاجرانا فينتا أن 

                                                    0 0y xf P g P  

 وإذا اتضح أن هذا الحل لا ينتا من الحل العام لأي قيمة للثابت الاختياري 
0،P كان هذا

 الحل هو الحل المفرد.

 إيجاد الحل العام:

لإيجاد الحل العام نكتب المعادلة 2                  على الصورة 

 

 

 

 

f P g Pdx
x

dP P f P P f P

 
 

 
 

 وبحلها نحصل على xوهذه معادلة تفاضلية خطية في 

   , 3x h P c 

بين المعادلتين  Pوبحذف البارام ر   1 , نحصل على الحل العام لمعادلة لاجرانا على   3

 الصورة 

  0,, cyxF 
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 اوجد الحل المفرد والحل العام للمعادلة التفاضلية: مثال:

22 yyxy  

 الحلــــــ:

yبوضع P  ينتا أن 

 2 2 1y x P P   

 2 2 2
dy dP

P P x P P
dx dx

     

 أي أن 

   2 2 2 2
dP

P P x P P
dx

   

2والحل المفرد الذي يحقق العلاقة  0P P  هو 

0 10 1P or P  

وبالتعويض بهما في المعادلة  1  نحصل علي 

10  xyory 

 حل مفرد.وعندما نحصل على الحل العام سوف يتبين لنا أيهما 

لإيجاد الحل العام نكتب المعادلة  2 على الصورة 

2 2

1 1

dx
x

dP P P

 
  

  
 

 ، عامل المكاملة لها هو  x وهذه معادلة تفاضلية خطية في

 
2

2 ln 11
dP

PPe e



  

                            
2

1 P   
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 وحلها العام هو  

   
2

11 2 1P x P dP c    

   
2

11 P c                       

 
 1

2
1 3

1

c
x

P
   


 

بين المعادلتين Pبحذف   1 ,  نحصل على الحل العام، على الصورة 3

                                                     21 xcy 

0yلذلك فإن الحل المفرد للمعادلة المعطاة هو    لأن هذا الحل لا يمكن الحصأأأأأأأأأأأأأأول 
ً
نظرا

1y، في حين أن الحأأأل cعليأأأه من الحأأأل العأأأام بوضأأأأأأأأأأأأأأع قيمأأأة للثأأأابأأأت  x  ،حأأأل خأأأاص

0cحيث يمكن الحصول عليه من الحل العام بوضع   حيث ، c   .ثابت اختياري 

معادلات تفاضلية من الرتبة الثانية تؤول إلى معادلات تفاضلية من الرتبة  -3/5/3

 الأولى:

 إلى معادلات من الرتبة الأولى، هما: هناك نوعان من معادلات الرتبة الثانية والتي تؤول

 yمعادلات خالية من  –أ 

 هي المعادلات التي على الصورة 

   , 1y f x y أأأأأأأأ 

yبوضع   P      فإنdP
y

dx
    وبالتالي فإن المعادلة 1  تصب 

 ,
dP

f x P
dx

 

 وحلها يكون على الصورة       Pوهذه المعادلة من الرتبة الأولى في 

 1,P g x c 
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dyوحيث أن
P

dx
 ( على الصورة1فبالتكامل مرة أخرى نحصل على الحل العام للمعادلة ) 

                                            1 2,y g x c d x c  

 اوجد الحل العام لمنحنى الكتينة: مثال:

21
1

y
a

y   التي تحقق( ) , '( ) 0y a a y a  

 الحلــــــ:

yبوضع  P     فإنdP
y

dx
   

 ، على الصورةP نحصل على معادلة من الرتبة الأولى فيوبالتعويض في المعادلة الأصلية 

21
1

dP
P

dx a
  

 و بفصل المتغيرات والتكامل نجد أن

1

1sinh
x

P c
a

   

1sinh
x

P c
a

 
   

 
 

dyوحيث أن 
P

dx
 لذلك فإن ، 

                                                1sinh
dy x

c
dx a

 
  

 
 

                                           
1 2cosh

x
y a c c

a

 
    

 
 

 و من شروط منحنى الكتينة أن

                                        , 0y a y at x a   
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021وبأاسأأأأأأأأأأأأأأتخأدام هأذه الشأأأأأأأأأأأأأأروط نجأد أن    cc   وفي هأذه الحأالأة فأإن معأادلأة الكتينأة

 تصب  على الصورة                                                         

.cosh
a

x
ay  

 : xمعادلات خالية من  –ب

 هي المعادلات التي على الصورة

   1, yyfy   

.  xوهي لا تحتوي على المتغير 
ً
 صراحة

لحل المعادلة  1  نضعdy
P

dx
 وبالتالي فإن 

 
2

2
. 2

d y dP dP dy dP
P

dx dx dy dx dy
   

بالتعويض من المعادلة  2  في المعادلة 1 نجد أن 

 ,
dP

P f y P
dy

 

وثابت اختياري   yكدالة في  Pبفصل المتغيرات والتكامل نحصل على  1c 

 1,cyh
dx

dy
      or     1,P h y c  

 بفصل المتغيرات والتكامل، نجد أن 

   2

1,
c

cyh

dy
x 

بالحصول على التكامل نكون قد حصلنا على الحل العام للمعادلة  1 على الصورة 

  .0,,, 21 ccyxF 
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 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: مثال:

                                    0 yy 

 الحلــــــ:

yبوضع  P                                      فإن 

2

2
.

d y dP dP dy dP
P

dx dx dy dx dy
   

 بالتعويض في المعادلة المعطاة نجد أن 

0
dP

P y
dy

  

 بفصل المتغيرات والتكامل نحصل على 

2 2 2

2 2 1, 2P y c c c   

2 2

2

dy
P c y

dx
     

 بفصل المتغيرات وبالتكامل نحصل على 

 3

2

1sin cx
c

y










 

 32 sin cxcy  

 لأن دالة الجيب دالة فردية. 
ً
 وذلك نظرا

 تطبيقات المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى: -3/6

 إيجاد معادلة مجموعة من المنحنيات: -3/6/1  
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المعادلة التفاضأأأأأأأأأألية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى  (1  ,y f x y   هي علاقة بين

ميل المماس للمنحنى عند أي نقطة واقعة على المنحنى وإحدى موضأأأأأأأأأع هذه النقطة 

بحأأل هأأذه المعأأادلأأة نحصأأأأأأأأأأأأأأأل على معأأادلأأة مجموعأأة المنحنيأأات والتي تحقق المعأأادلأأة 

 التفاضلية وفيما يلي بعض العلاقات التي تشمل المشتقة الأولي 

ميل المماس عند أي نقطة  -أ ,x y   هوdy

dx
وميل العمودي هو   

dx

dy
 

معادلة المماس عند القطة  -ب 1 1,x y  هي 

 1 1

dy
y y x x

dx
    

)ج( طول تحت المماس 
dx

y
dy

dyوطول تحت العمودي   
y

dx
 

21y )د( طول العمودي إلى محور السينات هو  y   . 

اوجد معادلة المنحني الذي له طول تحت المماس عند أي نقطة  (:1مثال ) ,x y  يكون

,1)متناسبا مع مربع الجزء المقطو  من محور السينات ويمر بالنقطة  )e. 

 الحلــــــ:

 المعادلة التفاضلية هي

ثابت التناسب(                              k)حيث
2dx

y kx
dy



 
 

2

1
ln

dx dy
k k y c

x y x


      

,عندما يكون  1y e x           1نجد أنc k  

 ويكون المنحني المطلوب هو 
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1
ln 1k y k

x


    

اوجد المعادلة العامة لمجموعة المنحنيات التي بها طول تحت العمودي عند أي  (:2مثال )

نقطة عليها يساوي 
 

 
1

2
x y. 

 الحلــــــ:

 المعادلة التفاضلية لمجموعة المنحنيات هي 

 
1

2

dy
y x y

dx
   

 أو

 
2

x ydy

dx y


  

yوهذه معادلة تفاضلية متجانسة لحلها نضع   xz   

    
2

1

2

1 1 2

2 2

dy dz z
z x

dx dx z

dz z z z
x z

dx z z


   

  
  

                     

  

  

2

23

2

3

2 2

1 2 2 1 1

2 / 3 2 / 3
0

2 1 1

1 2
ln ln 2 1 ln 1 ln , 0

3 3

2 1 1

2
1 1

dx z dz dx z dz
c

x z z x z z

dx
dz dz

x z z

x z z c c

x z z a or

y y
x a or

x x

   
   

   
 

     

  

  
    

  

 

 معادلة مجمو  المنحنيات هي 

  
2

2y x y x a   
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 المسارات المتعامدة: -3/6/2 

يقال للمجموعتين من المنحنيات إنهما يكونان مجموعتين من المسارات المتعامدة إذا كانت 

المنحنيات تتقاطع على التعامد. المنحنيات المتعامدة تكون مماساتها عند نقطة التقاطع 

متعامدة. ولإيجاد معادلة المسارات المتعامدة على مجموعة من المنحنيات التي تمثلها المعادلة  

 , , 0f x y c  حيث ،c  بارام ر. وبالتفاضل بحذف البارام رc   نحصل على المعادلة

 التفاضلية لعائلة المنحنيات المعلومة في الصورة 

 , , 0x y y   

وحيث أن المماسات للمنحنيات المعلومة والمسارات المتعامدة تكون متعامدة عند نقطة 

 تقاطعها أي أن 

, ,
dx

x y
dy


 
 
 

 

 هي المعادلة التفاضلية لمجموعة المسارات المتعامدة على مجموعة المنحنيات المعطاة 

إذا للحصول على المسارات المتعامدة على مجموعة من المنحنيات المعلومة نكون أولا المعادلة 

التفاضلية لهذه المنحنيات ثم نضع 
dx

dy
  بدلالةdy

dx
فنحصل على المعادلة التفاضلية   

 للمسارات المتعامدة وبحلها نحصل على معادلة المسارات المتعامدة 

 اوجد المسارات المتعامدة على مجموعة المنحنيات:  (:1مثال )

2y cx  

 الحلــــــ:

 بالتفاضل نحصل على 

2yy c   

 المعادلة التفاضلية لمجموعة المنحنيات هى 
ً
 إذا
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2y xy       أو           
2 2

y
xyy




 

المعادلة التفاضلية للمسارات المتعامدة نحصل عليها بوضع 
dx

dy
  

ً
yمن بدلا   فى المعادلة

 السابقة 

2 2 0
dx

y x ydy xdx
dy

       

 وبذلك تكون المسارات المتعامدة هى

2 22y x c  

 اوجد المسارات المتعامدة على مجموعة الدوائر:  (:2مثال )

2 2 2x y cx   

 الحلــــــ:

 بالتفاضل نجد أن 

2 2 2x yy c   

 نحصل على المعادلة التفاضلية لمجموعة الدوائر المعطاة  cبحذف 

2 2 2 0x y xyy     

بوضع 
dx

dy
 من 

ً
yبدلا   نحصل على المعادلة التفاضلية للمسارات المتعامدة وهي 

 2 2 2 0x y y xy    

   y = xzوهذه ه معادلة تفاضلية متجانسة ولحلها نضع 

2

2

1

dy dz z
x z

dx dx z
  


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 أو  

3

2 2

2

1 1

dz z z z
x z

dx z z


  

 
 

 بفصل المتغيرات 

2

3 2

1 1 2

1

dx z z
dz dz

x z z z z

  
   

  
 

 بالتكامل 

 

 

2

2 2 2

2

ln ln ln 1 ln

1
1

x z z c

x z x y
c c

z y x

    

  
     

 

 

 العام هو الحل  ناذ
2 2y x cy    وتمثل المسارات المتعامدة على مجموعة الدوائر

 المعطاة.

مع مجموعة المنحنيات فإن المعادلة   إذا كانت المسارات مائلة بزاوية ثابتة ملحوظة:

التفاضلية لمجموعات المسارات التي تميل بزاوية معلومة نحصل عليها من المعادلة 

 التفاضلية لمجموعة المنحنيات المعطاة وذلك بوضع 

tan

tan 1

dy

dx
dy

dx









 

dyبدلالة 

dx
 للمنحنيات المعطاة أي أن: 

إذا كانت  , , 0F y y     هي المعادلة التفاضلية لعائلة المنحنيات المعطاة فإن

 هي  المعادلة التفاضلية لمجموعة المسارات التي تميل بزاوية معلومة

tan
, ,

1 tan

y
F x y

y





 
 

 
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 (.(Obliqne trajectoriesوبحل هذه المعادلة نحصل على المسارات المائلة 

درجة لمجموعة الدوائر المتحدة  45اوجد المسارات المائلة  والتي تصنع زاوية  (:3مثال )

 المركز

2 2x y c   

 الحلــــــ:

0xالمعادلة التفاضلية لمجموعة الدوائر هي  yy   وبوضع ، 

tan 45 1

1 tan 45 1

y y

y y

  


  
yبدلالة       في المعادلة السابقة نحصل على 

   
1

0 0
1

y
x y x y dy x y dx

y

 
      


 

مع مجموعة الدوائر  45وهي المعادلة التفاضلية لمجموعة المسارات التي تميل بزاوية 

yالمعطاة وهي معادلة تفاضلية متجانسة ولحلها نضع  xz  فيكون 

   2

2

1
1 1 0 0

1

dx z
z dx x z dz dz

x z


      


 

 وبإجراء التكامل نحصل على 

 

 

2 1

1

2 2 1

1
ln ln 1 tan ln

2

ln 1 ln 2 tan

x z z A

x z A z





   

  

 

 وتكون معادلة المسارات المائلة المطلوبة هي:

 
12 2 2tan /x y Ae y x
   

 تطبيقات طبيعية: -3/7

للمعادلة التفاضلية من الرتبة الأولي والدرجة الأولي عدة تطبيقات في المجالات الطبيعية 

 وسوف نوضح ذلك بالأمثلة الآتية:
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يتناسب معدل ازدياد عدد الجراثيم في مزرعة جرثومية مع عدد العناصر الموجودة  (:1مثال ) 

 ساعة؟ 12بها وإذا كان العدد تضاعف بعد أربع ساعات فكم يصب  العدد بعد 

 الحلــــــ:

0tوعندما  xهو tنفرض أن عدد الجراثيم في اللحظة    0  عدد الجراثيم هوx   فتكون

 المعادلة التفاضلية هي 

dx
Kx

dt
 dx             أو      

Kdt
x

  

 ثابت التناسب    Kحيث 

ln ln ktx kt c or x ce     

  وبفرض أن
0x x   0عندماt             0إذنc x 

 ونحصل على     

0

ktx x e  

4tعندما              يكون
02x xبالتعويض في المعادلة السابقة ، ف 

4 4

0 02 2k kx x e e    

12tعندما       نحصل على 

 
3

12 4

0 0 08k kx x e x e x    

 أي أنه يوجد عدد من الجراثيم يساوي ثمانف مرات عددها الإبتدائف. 

متصلين على التوالي بمنبع قوته  Cومكثف سعته  R(: تحتوي دائرة كهربية مقاومتها 2مثال )

 الدافعة الكهربية 

0 sinE E wt   حيث
0 , , ,E w R C   ثوابت وتعطى الشحنةq  للمكثف للمعادلة 
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dq q
R E

dt c
   

0qإذا علم أن  tعند أي لحظة    qاوجد الشحنة    0عندماt   

 الحلــــــ:

 المعادلة التفاضلية المعطاة يمكن كتابتها فى الصورة  

sin
dq q Eo

wt
dt Rc R

   

وهى معادلة تفاضلية خطية عاملها المكامل هو 
tiRce  

 وحلها العام هو 

 
 

/ /

/

2 2 2

sin

sin cos
1

t Rc t Rc

t Rc

Eo
qe A e wt dt

R

cEo e
A wt Rcw wt

R c w

 

  



 

0tعندما     0يكونq  فإن 

 

 

2

2 2 2

2 2 2 2

0
1

/ 1

c wEo
A

R c w

A c wEo R c w

  




 

 في الصورة  qوتعطى الشحنة 

/

2 2 2
sin cos

1

t RccEo
q Rcwe wt Rcw wt

R c w

    
 

فى دائرة  بها مقاومة  Eوالقوة الدافعة الكهربية  I(: اذا ارتبطت شدة التيار الكهربائف3مثال )

R   وملف ذاتفL      بالعلاقة 

di
L RI E

dt
   
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,إذا كان  I  اوجد شدة التيار   ,L R E  0ثوابت وإذا علم أنI   0عندماt     

 الحلــــــ:

dIالمعادلة التفاضلية  R E
I

dt L L
   معادلة تفاضلية خطية حلها العام هو 

/ /

R
t

Rt L Rt LL

E
I dt c

L

E E
Ie e c I ce

R R

 



 

     


 

0tمن الشرط الابتدائف عندما  cلتعيين     نجد أنE
c

R


   ويكون الحل الخاص

1المطلوب تعينه هو 
Rt

L
E

I e
R

 
  

 

 

كجم فإذا كانت  m(: تدلي زنبرك مهمل الوزن رأسيا يعلق بطرفة الحر كتلة قدرها 4مثال )

 معادلة حركتها هي 

dv
m mg kx

dt
   

  xكدالة في الاستطالة الحادثة vفاوجد السرعة 
ً
بةنه عندما يكون طول الزنبرك   للزنبرك علما

 طوله الأصلي تكون سرعة الكتلة هي 
ً
    0vمساويا

 الحلــــــ:

 يمكن إعادة كتابة المعادلة التفاضلية في الصورة 

2 2

.

2 2

dv dx dv
m mg kx or mv mg kx

dx dt dx

mvdv mgdx kxdx

mv x
mgx k c

   

  

   

 

0xوعندما      0فإنv v 



 
 

  87 87 

 المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجات العليا –الفصل الثالث 

2

0

2 2 2

0

2

2

mv
c

mv gmx kx mv

 

   

 

(: ينص قانون نيوتن للتبريد على أن معدل تغيير درجة حرارة جسم تتناسب مع فرق 5مثال )

م إلى 80oدرجة حرارة الجسم عن الأجسام المحيطة به فإذا انخفضت درجة حرارة جسم

60o  دقيقة إذا كانت درجة الحرارة الأجسام  40دقيقة اوجد درجة الحرارة بعد  20م في

 م.   20oالمحيطة هي

 الحلــــــ:

 دقيقة  t  هي درجة حرارة الجسم بعد زمن xنفرض أن 

 20 20
dx dx

x or k x
dt dt

     

 بحل هذه المعادلة نجد أن

 ln 20 ln20

20 kt

dx
kdt

x kt cx

x ce


   

  

 

80xوحيث أن      0عندماt         60فإنc    وبذلك تكون 

20 60 ktx e   

60xأيضا      20عندماt     تعطى 

 

1/ 20

20 20

/ 20

2 2
60 20 60

3 3

2
20 60 20 60 20 60

3

k k k

t
t

kt k

e e or e

x e e

 
      

 

 
        

 

 

40tوعندما        فإن 
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 2
2

20 60
3

x
 

   
 

. 

 تمارين: -3/8

 اوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية الآتية:( 1)

   2 0,a P x y P xy P y      

   

 

   
   

   

   

2

2

2 2 2 2

2

3 2 2 4

2 2 2

2

4

0

1 2 ln

2 4 0 9

0 2 cot 0

P y

b y P x P

c y xP P

d xyP x xy y P x xy

e e P f x P P

g P xyP y h y y

i P yP x j P yP x y



  

  

     

   

   

     

 

 اوجد الحل العام والحل الشاذ لكل من المعادلات التفاضلية الآتية:( 2)

 

 

   

 
 

 

2

2 2 2

2

2 4 0,

ln ,

1
2 0 2

2

1
2 0

1

a xP yP x P y

b y x aP a P

c yP xP y d y x xP P

x ex
e y P f xP xP y

x P



   

  

     


    



 

a ثابت اختياري               حيث 

 اوجد الحل العام للمعادلات الآتية:( 3)

   

     

3 2 2 2

3 2 2 2

0 2 cot 0

2 0 0

xa y e y b y yy x y

c y xy y d xyP x y P xy

       

       
 

 اوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية الآتية:( 4)
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                                                                     .0) 23  yeya x
 

                                                        .0cot2) 22  yyxyyb 

                                                          .0cosh2)
22  yyxyc 

                                                                     .)
2

xyxyd  

                                                                .044) 3  yyxe 

                                                                     .0) 3  yyxf 

                                                            .03) 3  xyyyg 

                                                                   .0) 2  yyxyh 

                                                                       .2) 2yyxyi  

 اوجد الحل العام والحل المفرد للمعادلات التفاضلية الآتية:( 5)

                                                            .
2

1
2) 22 yyxxya  

     a          ثابت اختياري                          2) 1b y y a  

        a                              ثابت اختياري 2) 0,c y x a y y     

                                                                 .1) 2yyxyd  

                                                                         .
1

)
2y

yxye


 

                                                                        .2) 2yyxyf  

                                                                    .) 24 yxyxyg  

                                                                .042) 2  xyyyxh 
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                                                                   .03) 22  ypxyyi 

م ثإلى معادلات من الرتبة الأولى، حول المعادلات التفاضأأأأألية التالية )ذات الرتبة الثانية(، ( 6)

 اوجد الحل العام لكل منها.

                                                                   .) 2 xexyyxa   

                                                                .0) 32  yyyyb 

                                                              .2sintan) xxyyc  

a   2                                                       ثابت اختياري 2 2) ,d y y a   

                                                                             
5

3) 3e y y


  

a  ثابت اختياري                                                            ) sinf y ax  

 a  ثابت اختياري                                                              
2)g y a x  

 اوجد الحل العام لكل من المعادلات التفاضلية الآتية: ( 7)

    

   

   

2 2

2

2

2

1 4 0

1
2 tan 3 0

1

4 3 tan 1 secx x

x xy dx y xy dy

dy y
y x y

dx x

e ydx e y

   


   



 

 

 

   

    

  

2
2 3 2 2

2 2

5 0 6 1 1 0

7 0

8 2 0

x y y
e y x y dx y y dy

x

x y dy x y dx

x y y xy

      

   

  
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    

   

     

2 /

2 2

2 3 3

9 2 2 0

10 11

3
12 2 13

5

y xye x dy x y dx

dy y x dy
x y x y

dx y x dx

x y
y dy x y dx y

x y

   


   



 
  

 

 

    

   

14 2 4 5 2 3 0

3 3 1
15 16

2 3 1

x y dy x y dx

dy x y dy x y

dx x y dx x y

     

   
 

     

 اثبت أن المعادلات التفاضلية الآتية تامة ثم اوجد حلها العام: ( 8)

      

    

  

2 2

2

/ 2

1 cos sin 2 0

3 1 sin tan cos sec 0

4 2 cosh 0
2

y y

y x dx xdy xy y dx x y x dy

x y dx x y dy

y
y e dx e x dy

    

  

 
   

 

 

اثبت أن المعادلات التفاضأأأأأأأأأأأأأألية الآتية غير تامة ثم اوجد المعامل المكامل لكل منها وحلها ( 9) 

 العام: 

   

  

   

    

   

2 2 2

2

3

4 3 2 4 2 2

2

1 1 0

2 2 0

3 0

4 2 2 3 0

5 cos sin 3 cos 0

x

y y

xy dx x y dy

x y dx xydy

xdy y x e dx

xy e xy y dx x y e x y x dy

dx y y x y dx

  

  

  

     

  

 

اوجد الحل العام لكل من المعادلات التفاضأأأأأأأألية الآتية و اوجد الحل الخاص عند وجود  (10) 

 الشروط الابتدائية:
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   

   

 

   

   
2

3

3

2 3 4

2 2

2
2

2
, 1 0

, 1 0

cos

4 sin

1 3

dy y
i x y

dx x

dy y
ii x y

dx x

iii x y x y y x

y
iv xy yx y v y y x

x

y y
vi y vii y e y

xy x



  

  

 

   

  
  

2( حل المعادلة 11)

2

2
y y

x
     بةن 

ً
1علما

x
 لها 

ً
 خاصا

ً
 .حلا

 ( اوجد الحل العام لكل من المعادلات التالية:12) 

   

      
2

sinsin cos cos sin cos 0

cos cos 2 0

x

x y

i x y dy x xe dx

ii y xy e dx x xy ye dx

  

   
 

 

   

  
 

  

2 2 2 2

2

2 3

2 2

3 3 2

0

1 0

0

3 0

2 3 0

x

x y x y
iii dx dx

x y x y

iv y dx xy dy

v y x y dx xdy

vi ydx xdy x y e dx

vii x y dx xy dy

 
 

 

  

  

  

  

 

 مع مجموعة القطاعات الزائدة  o45( اوجد المسارات المائلة التي تصنع زاوية ثابتة 13)

2 2 2x y a . 

yمع مجموعة  المستقيمات  ( اثبت المسارات المائلة التي تصنع زاوية ثابتة 14) cx  هي 

 11
tan /

2 2 , tan
y x

mx y ce m 


    

 اوجد معادلة المنحنيات التي فيها طول تحت العمودي ثابت.  (15)

 مائل المنحنيات التي فيها طول تحت المماس ثابت.( اوجد 16)
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2)أ( اوجد المسارات المتعامدة على مجموعة المنحنيات  (17) 2 22x y c  

xy)ب( اوجد المسارات المتعامدة على مجموعة        c   

 ( )أ( اوجد المسارات المتعامدة على مجموعة الدوائر 18)

2 2x y cy   

2)ب( اوجد المسارات المتعامدة على مجموعة المنحنيات         2y cx. 

 بين أن المجموعة القطاعات الناقصة ذات البارام ر  (19)

2 2
2

1

x a
y

c c
 


 

 تكون متعامدة فيما بينها.      

بعأأأد بأأأدأ   tجرام عنأأأد أي خطأأأة   xتفأأأاعأأأل كميأأأائف هيكتلأأأة المأأأادة التي تلعأأأب دورا في  (20)

dxالتفاعل فإذا كانت 
kx

dt
 . 

xثابت وكانت   kحيث           a  0عندماt  فاوجدx بدلالة  t. 

0pdلفأأأأاز بأأأأالمعأأأأادلأأأأة   إذا ارتبط الضأأأأأأأأأأأأأأغط أ وال جم  (21) dp      فأأأأاوجأأأأد معأأأأادلأأأأة

 الفاز.

عاما ففف كم عاما  يصأأأأب  عدد السأأأأكان ثلاث  50إذا تضأأأأاعف عدد سأأأأكان مدينة ما في  (22)

 سكان.مرات العدد الأصلي إذا علم أن معدل زيادة السكان يتناسب مع عدد ال

26y( اوجد المسارات المتعامدة على مجموعة المنحنيات23) x. 

320وبطارية قوتها الدافعة الكهربية  15( تحتوي دائرة كهربائية مقاومة مقدارها 24) tE e  

0Iمتصل على التوالي اوجد شدة التيار علما بةن   .عندما تغلق الدائرة 
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0tمن السأأأأأأأأأأأكون عند الزمن  4kg( يسأأأأأأأأأأأقط جسأأأأأأأأأأأم وزنة 25)     في وسأأأأأأأأأأأط مقاومته بالكيلو

جرام تسأأأأأأأأأأأأأأأاوي مربع السأأأأأأأأأأأأأأرعأة الخطيأة مقأدرة بأالم ر  ثأانيأة. اوجأد السأأأأأأأأأأأأأأرعأة عن أي زمن 

0t   . 
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 عـــــــــــــــــــــالفصل الراب

 ةــــــــــــــــــــــــــة الخطيــــــــــــــــــــــــادلات التفاضليـــــــــــــــــــــــــالمع

 من الرتب العليا ذات المعاملات الثابتة

 

Linear Differential Equqtions of Constant 

Coefficients and Higher Orders 
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 مقدمة: 

  yوهي معادلة تظهر فيها  nالمعادلة التفاضأأأأأأأأأأألية الخطية ذات المعاملات الثابتة من الرتبة     

ومشأأأأأأأأأأأأأأتقأاتهأا من الرتبأة الأولى فقط وبأدون حوا صأأأأأأأأأأأأأأأل ضأأأأأأأأأأأأأأرب. والصأأأأأأأأأأأأأأورة العأامأة للمعأادلأأة 

 ذات المعاملات الثابتة هي nالتفاضلية الخطية من الرتبة 

  (*)               
1

0 1 11
...

n n

n nn n

d y d y dy
a a a a y f x

dx dx dx




     

حيأأأأأأث 
0 1, , ..., na a a   ثوابأأأأأأت وإذا رمزنأأأأأأا للعأأأأأأامأأأأأأل التفأأأأأأاضأأأأأأأأأأأأأأليd

dx
أو المؤثر  Dأو الرمز   

 ( على الصورة*التفاضلي ويمكن كتابة المعادلة )

 1

0 1 1...n n

n na D a D a D a y f x


       

 أو باختصار 

   L D y f x 

حيث  L D  كثيرة حدود من درجةn  في المؤثر التفاضليD. 

التفاضأأأأأأأأألية هو علاقة تربط بين المتغيرات وتحتوي على عدد معين من الحل العام للمعادلة 

 وهو يمثل مجموعة من المنحنيات.  الثوابت الاختيارية مساويا لرتبة المعادلة التفاضلية

 المعادلات التفاضلية الخطية: -4/1

تة بفى هذا الجزء سوف نعتبر مجموعة من المعادلات التفاضلية الخطية ذات المعاملات الثا  

 :التي يمكن كتابتها فى الصورة

(1)                           

2

22 2 2 2

2 2

11 1 12 1 1

21 1

1 1

... ,

... ,

.

.

.

...

n

n n

n nn n n

n

n

F y F y F y f

F y F y F y f

F y F y F y f

    


    






    
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حيث    , 1,2,..., iji j n F  عبارة عن كثيرات حدود في المؤثر التفاضليd

dx
D    ذوات

معاملات ثابتة 1,2,...,i niF هي دوال في المتغيرx  ،)1)المستقل 2, ,..., ny y y   هي

 المتغيرات التابعة 

 طرق حل المعادلات التفاضلية الخطية: -4/1/1

 توجد طريقتان لحل المعادلات التفاضلية الخطية هما:       

 )ب( طريقة المحددات                                               الحذف       )أ(  طريقة

 اعتبر مجموعة من المعادلات التفاضلية عددها اثنان التى على الصورة   )أ( طريقة الحذف:

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

(2)

(3)

F y F y F

F y F y F

 

 

وطرح   11F( بالمؤثر التفاضلي 3والمعادلة )  21F( بالمؤثر التفاضلي 2بالتةثير على المعادلة )

 ( نحصل على:2( من المعادلة )3المعادلة )

  (4)
21 12 11 22 2 21 1 22 2

F F F F y F F F F   

x,2وهذه معادلة تفاضلية خطية في المتغير  y   2يمكن حلها وبالتعويض عن قيمةy   في أي

x,1( نصل على معادلة تفاضلية في المتغير3( أو )2من المعادلتين ) y  1بحلها نوجدy   

 حل المعادلة التفاضلية: (:1مثال )

 

 

1 2 1 (1)

2 1 2 (2)

D x Dy t

D x Dy t

   

  
 

 الحلــــــ:

 ( نحصل على 1)المعادلة ( من 2)المعادلة وطرح  2( في 1بضرب المعادلة  )

3 3 2x t    

 أي أن 
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 2

3
x t    

 ( نحصل على:1بالتعويض في المعادلة )

 
2

1 2 1
3

2
1 2 1

3

4

3

D t Dy t

t Dy t

Dy t

 
      

 

     

 

 

 الحل الكامل هو:

22ثابت اختياري        cحيث  1 4
,

3 2 3
x t y t t c     

 

 حل المعادلتين التفاضليتين الآتيتين: (:2مثال )

 

   

2 cos (1)

3 1 0 (2)

D x y t

D x D y

  

   
 

 الحلــــــ:

 والطرح:  D+1)( بالمؤثر التفاضلي )1بالتةثير على المعادلة )

 (D+1)(D+2)-(D+3) (D+1)costx   

 أي أن 

 2(D +2D+5)x=-sin t+cost 3

 ( هو 3الحل العام للمعادلة المتجانسة للمعادلة )

 1 2cos 2 sin 2tx e c t c t   

 والحل الخاص يعطى من:
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 2

2 2

1
cos sin

2 2

1 1
cos sin

2 4 2 4

2 4 2 4
cos sin

4 16 4 16

x t t
D D

t t
D D

D D
t t

D D

 
 

 
 

 
 

 

 

                 

   

 

 

1 1
2 cos 2 sin

15 15

1
sin 2cos cos 2sin

15

1
sin 3cos

15

D t D t

t t t t

t t

    

     

  

 

 ( يعطى من:3الحل العام للمعادلة )

   1 2

1
cos 2 sin 2 sin 3cos

5

tx e c t c t t t   

 نحصل على   x( عن 1بالتعويض في المعادلة )

     
1

cos 2 sin 2 sin 3cos1 2
5

cos 2 te c t c t t ty t D
    
 

  

 

 

 

1 2

cos 2

cos 2 sin 2

1
cos 2 sin 3sin 6cos

5

t

t

y t e D

e c t c t

t t t t

   

 

   

 





 

1 1 2

1 2

cos 2 sin 2 2 cos 2 2 cos 2

2 sin 2 cos 2 sin 2

1
5 sin 5cos

5

tt e c t c t c t

t c t c t

t t

    

  

 
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     

 

    

2 1 1 2

2 1 1 2

cos 2 sin 2 2 cos 2

1
5 sin 5cos

5

1 1
cos sin cos 2 sin 2 2 cos 2

2 2

t

t

y t e c c t c c t

t t

t t t e c c t c c t





     

 

      

 

    

 

1 2 1 22 cos 2 2 sin 2

1
cos sin

2

ty e c c t c c t

t t

   

 
 

بين المعادلتين   xأي نحذف  xبنفس الطريقة التي اوجدنا بها yيمكن إيجاد  ملحوظة:

 التفاضليتين.

 )ب( طريقة المحددات:   

باعتبار أن المؤثر التفاضلي يتبع قوانين الجبر الأساسية والتي تمكن المقادير الجبرية يمكن     

حل مجموعة المعادلات التفاضلية الخطية بنفس الطرق التي تحل بها المعادلات الآنية الخطية 

عبارة عن معاملات ثابتة فإذا رمزنا لمحدد مجموعة  ijFفي الكميات الجبرية أي اعتبار أن 

ورمزنا للمحددات التالية باستبدال الأعمدة الأولي والثانية،...، والأخيرة  لمعادلات بالرمز 

1على ال رتيب بالعمود الذي عناصره 2, ,... nF F F 1بالرموز 2, ,..., n   كون الشرط في

o( لحل هو *الضروري الكافي لكف يكون لمجموعة المعادلات )   الحد  هو كثيرة حدود

، المحددات في المؤثر 1,2,..., ii n   هي عبارة عن دوال في المتغيرx . 

 من نظرية المعادلات الآتية الخطية فإن حل المجموعة تتحدد بالعلاقات الآتية:   

   , 1, 2,..., **y i n
i i

        

من المعادلات التفاضلية الخطية ذوات معاملات ثابتة رتبة كل منهما  n( تكون **العلاقات )

 .  على الأكثر هي درجة كثيرة الحدود

فيكون الحل المكمل لكل من المعادلات  في المؤثر التفاضلي  rمن الدرجة  بفرض أن    

0iy( هو حل المعادلة المخ زلة )المتجانسة( 2)  أي أن الحل العام لكل متغيرiy  يحتوي

ى rعلى  nمن الثوابت الاختيارية وبذلك نحصل عل r  من الثوابت بالتعويض عن
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1 2, ,..., ny y y ( نحصل على متطابقات في *عادلات التفاضلية )لمفي اx  ومنه بمقارنة

المعاملات نحصل على  1n r  من العلاقات بين الثوابت الاختيارية التي عددهاnr  فيتبقى

من   ( لأن  *من الثوابت المستقلة وهو العدد الواجب توافره في حلول المعادلات ) rلدينا 

 . في المؤثر  rالدرجة 

 يتين.تحل المعادلتين التفاضليتين الآ(: 3مثال )

   

 

2 2 1 (1)

3 0 (2)

tD x D y e

D x y

   

  
 

 الحلــــــ:

 2 2 1

3 1

D D

D

 
 


 

 2 22 4 2 3 1D D D D                           

1

1

0 1

t

te D
e


   

 
2

2 2
4

3 0

t

t
D e

e
D


   


             

 من المعادلتين

 

 

1 2

2

2

,

1

4

x

t

t

y

D x e

D y e

     

  

 

 

 هو:الحل العام للمعادلتين السابقين 

1 2

3 4

1
cos sin

2

cos sin 2 (3)

t

t

x C t C t e

y C t C t e

  

  

 



 

  102 
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 ( نحصل على 2بالتعويض فى المعادلة ) 

  1 2

3 4

1
3 cos sin

2

cos sin 2 0

t

t

D C t C e

C t C t e

 
   

 

   

 

   2 1 3 2 1 43 cos 3 sin 0C C C t C C C t       

cosبما أن  tوهذه صحيحة لجميع قيم  , sint t دوال مستقلة 

   
2 1 3 2 1 4

3 1 2 4 1 2

3 0, 3 0

3 , 3

C C C C C C

C C C C C C

      

     
 

,وبالتعويض عن 
3 4

C C  ( فإن 3في المعادلة ) 

   1 2 1 23 cos 3 sin 2 ty C C t C C t e       

 حل المعادلتين الآتيتين:(: 4مثال )

   

   

2 2

2

2 3 1

2 0 2

tD x y e

D y x

  

  
 

 الحلــــــ:

 
2

4 4

2

1 3
4 3 1

1 2

D
D D

D

 
      


 

 
2

2 2 2

1 2

2 2

2

2

3
2 6

0 2

2

1 0

t

t t

t

t

e
D e e

D

D e
e


    




   

 

 من المعادلتين  

1 2,x y      
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    4 2 2 21 6 , 1t tD x e D y e       

 العام على هذه الصورةوحلها 

2

1 2 3 4

2

5 6 7 8

2
cos sin (3)

5

1
cos sin (4)

15

t t t

t t t

x c e c e c t c t e

y c e c e c t c t e





    

    

 ( نحصل على نحصل على:3( ،)4( بالمعادلتين )1بالتعويض في المعادلة )

 2 2

1 2 3 4

2 2

5 6 7 8

2
2 cos sin

5

1
3 cos sin

15

t t t

t t t t

D c e c e c t c t e

c e c e c t c t e e





 
     

 

 
      

 

 

2

1 2 3 4

2 2

5 6 7 8

4
3 cos 3 sin

3
3 cos sin

15

t t t

t t t t

c e c e c t c t e
s

c e c e c t c t e e





 
    

 

    

     

 

1 5 2 6 3 7

2 2

4 8

1 5 2 6 3 7 4 8

3 3 3 cos

3 sin

3 , , ,

t t t t

t t

c e c e c e c e c c t

c c t e e

c c c c c c c c

     

   

        

 

1بالتعويض عن 2 3 4, , ,c c c c( نحصأأأأأأأأأأأأأأل على الحل العام للمعادلتين 3في المعادلة )

 على الصورة 

2

5 6 7 8

2
3 3 cos sin

5

t t tx c e c e c t c t e       

2

5 6 7 8

2
cos sin

5

t t ty c e c e c t c t e      
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 المعادلات التفاضلية الخطية من الرتبة النونية ذات المعاملات الثابتة: -4/2 

إذا كأأأانأأأت الأأأدالأأأة المجهولأأأة تسأأأأأأأأأأأأأأمي المعأأأادلأأأة التفأأأاضأأأأأأأأأأأأأأليأأأة خطيأأأة  (:1تعريف ) y   وجميع

مشأأأتقاتها الواردة في المعادلة التفاضأأألية من الدرجة الأولى ولا يوجد حاصأأأل ضأأأرب بين الدالة 

المجهولة y .وأي من مشتقاتها 

 الصورة العامة للمعادلة التفاضلية الخطية من الرتبة النونية ذات المعاملات الثابتة هي:

       1

0 1 1. . . , 1
n n

n np y p y p y p y f x



     

 حيث

 
2

02
, , . . . , ; 0

n
n

n

dy d y d y
y y y p

dx dx dx
      ،

nn pppp ,,...,, 110    

 جميعها كميات ثابتة.

باستخدام الرموز 
n

n
n

dx

d
D

dx

d
D

dx

d
D  ,...,,

2

2
2 . 

 فإن المعادلة 1  تةخذ الصورة 

   
   1 1

1
( . . . ) 2

0 n

nn
p D p D p D p y f xn


     

المعادلة  2 يمكن كتابتها على الصورة المختصرة 

   xfyDF  

حيث  DF  مؤثر تفاضلي خطف، يعطى بالعلاقة

     

 3

...

0

1

1

10

rn
n

r

r

nn

nn

Dp

pDpDpDpDF












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 (:2تعريف ) 

 المعادلة الخطية 1تكون غير متجانسة عندما   0xf أما عندما ،  0xf 

 فإنها تسمى متجانسة، حيث تكون متجانسة في الدالة المجهولة y .ومشتقاتها 

خواص المؤثر التفاضلي الخطي  -4/2/1 F D    : 

            من السهل اثبات الخواص التالية:                                                                                               

                                ثابت اختياري  cحيث      1)F D cy c F D y                                     

                           .)2 2121 yDFyDFyyDF                 

 نتيجة:

من الخاصيتين    2,1                                           نستنتا أن 

ثوابت اختيارية        icحيث    
1 1

n n

i i i i

i i

F D c y c F D y
 

 
 

 
   

 الخطفباستخدام خواص المؤثر التفاضلي  DF   :يمكننا أثبات النظريات التالية 

 :(1)نظرية 

حل للمعادلة المتجانسة 1yإذا كان   0yDF  1فإنyc   لهذه 
ً
 حلا

ً
 يكون أيضا

 ثابت اختياري.  cالمعادلة، حيث

 البرهان:

حل للمعادلة المتجانسة 1yحيث أن  0yDF .لذلك فهو يحققها 

 أي أن                    

                                                                            01 yDF 
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 نجد أن                                                   c بضرب طرفي المعادلة السابقة في 

                                               .0011  cycDFyDFc 

 لهذه المعادلة. 1ycوذلك باستخدام الخاصية الأولي ، أي أن
ً
 حلا

ً
 يكون أيضا

 :(2) نظرية

21إذا كان     , yy  حلان للمعادلة المتجانسة  0yDFفإن . 21 yy  يكون حل 

  .
ً
 لهذه المعادلة أيضا

 البرهان:

21حيث أن  , yy حلان للمعادلة المتجانسة  0yDF فإن 

                                  02 yDF           1 0,F D y  

 نجد أن  (2) باستخدام الخاصية

                            .0002121  yDFyDFyyDF 

أي أن  21 yy  يحقق المعادلة  0yDF. 

لذلك فإن   21 yy  .
ً
 حل أيضا

 نتيجة:

nyyyyنسأأأأأأأأأأأأأأتنتا أنأأأأأأأه إذا كأأأأأأأان  (2(، )1) من النظريتين ,...,,, حلول للمعأأأأأأأادلأأأأأأأة   321

المتجانسأأأأأة  0yDF  فإن أي تركيب خطف من هذه الحلول على 
ً
وكانت مسأأأأأتقلة خطيا

iالصورة 

n

i

i yc
1

 لهذه المعادلة ، حيث   
ً
 حلا

ً
 ثوابت اختيارية.  icيكون أيضا

 

 



 
 

  107 107 
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 :(3) نظرية 

إذا وجأأد للمعأأادلأأة المتجأأانسأأأأأأأأأأأأأأأة     0yDF ذات المعأأاملات الحقيقيأأةip 
ً
  مركبأأا

ً
، حلا

على الصأأأأأأأأورة    xbixay 1فإن الجزء الحقيقف ، xa  لهذا الحل والجزء التخيلي

له xb  للمعادلة المتجانسة 
ً
يكونان، كل على حدة، حلا  0yDF. 

 البرهان:

حيأأأأأث أن    xbixay 1  حأأأأأل للمعأأأأأادلأأأأأة المتجأأأأأانسأأأأأأأأأأأأأأأأأأأة  0yDF لأأأأأذلأأأأأك فهو ،

يحققها، أي أن        [ ] 0F D a x i b x   باسأأتخدام  الخاصأأيتين ،   1 , 2 

 نستنتا أن 

                                      0 xbDFixaDFxbixaDF                                  

، عنأأأأدمأأأأا تتلاكأأأأأأأأأأأأأأ ى فأأأأإن كأأأأل حأأأأد من حأأأأديهأأأأاوحيأأأأث أن الأأأأدالأأأأة المركبأأأأة ذات المتغير الحقيقف  

 على حدةالحقيق
ً
 ، أي أن ف والتخيلي، يتلاك ى كلا

                                                  0,0  xbDFxaDF 

 وهذا يعني أن xa ، xb  يكونان، كل على حدة، حلين للمعادلة المتجانسة 

                                             0yDF. 

 :(4) نظرية

المعادلة التفاضأأأألية الخطية غير المتجانسأأأأة من الرتبة النونية ذات المعاملات الثابتة ، حلها    

العام يتكون من جزئين، الأول  hy الحل العام للمعادلة المتجانسة  0yDF      . 

 والثانف py الحل الخاص للمعادلة غير المتجانسة   xfyDF . 

أي أن الحل العام للمعادلة غير المتجانسة  gyيعطى بالعلاقة ،. g h py y y  

 البرهان:
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هو الحل العام للمعادلة المتجانسأأأأأأأأأأأأأأة hyحيث أن   0yDF لذلك فهو يحققها، أي أن ،

  0hyDF. 

هو الحأأل الخأأاص للمعأأادلأأة غير المتجأأانسأأأأأأأأأأأأأأأة pyوحيأأث أن   xfyDF  لأأذلأأك فهو ،

يحققها، أي أن    xfyDF p . 

 وبالتالي فإن

              
         

 xf

yDFyDFyyDFyDF phphg





0
 

يحقق المعادلة غير المتجانسأأأأأأأأأأأأأأة gy أي أن   xfyDF  وحيث أنه يحتوى على عدد ،

(، لذلك فإن الحل hyمن الثوابت الاختيارية تسأأأأأاوي رتبة المعادلة )الثوابت التي يحتوي عليها

gy .هو الحل العام للمعادلة غير المتجانسة 

 وسوف نستعرض، فيما يلي كيفية الحصول على كل حل على حدة.

 الحل العام للمعادلة الخطية المتجانسة ذات المعاملات الثابتة: -4/3

 بفرض أن الحل العام للمعادلة الخطية المتجانسة ذات المعاملات الثابتة والتي على الصورة   

  1

0 1 1. . . 0 4n n

n np D p D p D p y


       

 يكون على الصورة 

                                  , 0r xy e r  

 وبالتالي فإن 

                .,...,, 22 xrnxrnxrxrxrxr ereDereDereD  

ومشتقاتها في المعادلة yبالتعويض عن 4  نجد أن 

  1

0 1 1. . . 0n n r x

n np r p r p r p e


       
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 ، لذلك فإن 0xreوحيث أن  

 1

0 1 1

0

. . . 0 5
n

n n n r

n n r

r

p r p r p r p p r 





      

من الجذور)حقيقية أو  n ولذلك فإن لها( r)في المتغير nوهذه كثيرة حدود من الدرجة 

 من المعادلة المعادلة المساعدةمركبة(، وتسمى 
ً
، ويمكن الحصول عليها مباشرة 4  وذلك

 في التعبير الموجود بين القوسين ومساواته بالصفر.   rبالمتغير Dباستبدال المؤثر

 الحالات المختلفة للجذور: 

 المساعدة حقيقية ومختلفة.( جذور المعادلة 1

nrrrr  إذا كانت جذور المعادلة المساعدة هي ,...,,, وكانت جميعها حقيقية ومختلفة،  321

  nفقد حصلنا بذلك على 
ً
للمعادلة  حلا 4 هي  

xr

n
ney   , . . .  ،

xr
ey 2

2  , 1

1

r x
y e 

ويكون الحل العام للمعادلة المتجانسة 4  هو 

ثوابت اختيارية                     icحيث
1

r xn
iy c e

h ii
 


 

 . (1) وذلك باستخدام نظرية

والجأأدير بأأالأأذكر أن أويلر ودانيأأال برنوللي توصأأأأأأأأأأأأأألا كأأل منهمأأا إلى طريقأأة حأأل المعأأادلأأة الخطيأأة  

عأأأام  أويلر )قبأأأل برنوللي(رهأأأا شأأأأأأأأأأأأأأ، و نم 1743المتجأأأانسأأأأأأأأأأأأأأأأة ذات المعأأأاملات الثأأأابتأأأة قبأأأل عأأأام 

 م. 1743

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(: 1مثال )

065  yyy 

 الحلــــــ:
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 بكتابة المعادلة المعطاة على الصورة  

                                                                 0652  yDD 

 وبالتالي فإن المعادلة المساعدة هي                                                                 

  

2 5 6 0

2 3 0

r r

r r

  

   
 

3,2جذور هذه المعادلة هي   rr   وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة المعطاة هو 

xx

h ececy 3

2

2

1

  

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:  (:2مثال )

044  yyyy 

 الحلــــــ:

 بكتابة المعادلة المعطاة على الصورة 

  04423  yDDD 

 وبالتالي فإن المعادلة المساعدة هي

04423  rrr 

 وبتحليل الطرف الأيسر من المعادلة المساعدة، نجد أن

      0221  rrr 

1أي أن جذور المعادلة المساعدة هي  , 2, 2r r r    وبالتالي فإن الحل  العام  ،

 للمعادلة المعطاة هو 

xxx

h ecececy 2

3

2

21

 
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 ( بعض جذور المعادلة المساعدة حقيقية ومكرره )متساوية(.2 

من   mمن المرات، في هذه الحالة فإنه يوجد   mإذا كان أحد الجذور حقيقف ومكرر     

الحلول المكررة 
xr

m

xrxr eyeyey  ,...,, ، وبالتالي فإن الحل الذي سنحصل  21

عليه لا يكون حل عام، لأن عدد الثوابت الاختيارية التي ستظهر فيه يكون أقل من رتبة المعادلة 

، سوف تصب  ثاب mالمعطاة، حيث أن عدد الثوابت الاختيارية المرتبطة بالأ 
ً
 حلا

ً
 واحدا

ً
تا

 .mثابت يعطف ثابت واحد( وليس  m)مجمو 

 نظرية:

المعادلة التفاضلية التي على الصورة             

   60 yrD
m 

 يكون حلها العام على الصورة   

   7... 12

321

 m

m

xr xcxcxccey 

 البرهان:

بفرض أن الحل العام للمعادلة  6  يكون على الصورة 

 xXey xr 

حيث   xXدالة قابلة للتفاضلm من المرات بالنسبة لأxلذلك فإن هذا  الحل . 

 يحقق المعادلة  6       أي أن  ،    0 xXerD xrm. 

)ولكن من خواص المؤثر التفاضلي     )F D        أن 

        xXrDFexXeDF xrxr  

 )سوف نثبت هذه الخاصية فيما بعد( وبالتالي فإن

                                           0 xXDexXerD mxrxrm
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0rولكن  xe  لذلك فإن ، 

  0xXDm 

 والحل العام لهذه المعادلة هو 

                                       12

321 ...  m

m xcxcxccX 

وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة  6  يكون على الصورة 

                                12

321 ...  m

m

xr xcxcxccey 

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:  (:1مثال )

023  yyy 

 الحلــــــ:

 بكتابة المعادلة المعطاة على الصورة 

  0233  yDD 

 وبالتالي فإن المعادلة المساعدة هي                                                              

                                    
23 3 2 0 2 1 0r r r r       

1أي أن جذور المعادلة المساعدة هي       , 1, 2r r r    . 

 بالتالي فإن الحل العام للمعادلة المعطاة هو 

  xx

h ecexccy 2

321

 

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (:2مثال )

044  yyyy 

 الحلــــــ:
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 بكتابة المعادلة المعطاة على الصورة   

  04423  yDDD 

 وبالتالي فإن المعادلة المساعدة هي         

04423  rrr 

 وبتحليل الطرف الأيسر من المعادلة المساعدة، نجد أن

      0221  rrr 

 أي أن جذور المعادلة المساعدة هي 

1 , 2, 2r r r    

 وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة المعطاة هو 

xxx

h ecececy 2

3

2

21

 

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (:3مثال )

(4) (3) (2) (1)6 5 24 36 0y y y y y     

 الحلــــــ:

 بكتابة المعادلة المعطاة على الصورة                                                       

  0364256 234  yDDDD 

 وبالتالي فإن المعادلة المساعدة هي                                                    

0364256 234  rrrr 

 وبتحليل الطرف الأيسر من المعادلة المساعدة، نجد أن

      0223
2

 rrr 
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

3أي أن جذور المعادلة المساعدة هي   , 3 , 2, 2r r r r      وبالتالي  ، 

 فإن الحل العام للمعادلة المعطاة هو  

  xxx

h ececexccy 2

4

2

3

3

21

  

 

 ( بعض جذور المعادلة المساعدة مركبة.3

حيث أن معاملات المعادلة المسأأأأأأأأأأأأأأاعدة حقيقية ، فإن الجذور المركبة إذا وجدت فإنها  تكون 

 م رافقة.
ً
 أزواجا

 بفرض وجود جذرين مركبين م رافقين في الصورة

1 2,r a i b r a i b    

 وبالتالي فإن الحلين المناظران لهما هما 

   
,

a i b x a i b x
e e

 
 

 كما يمكن كتابتهما على الصورة 

   cos sin ,
a i b x axe e bx i bx


  

   cos sin
a i b x axe e bx i bx


  

 لنظرية
ً
وطبقا 3 للمعادلة 

ً
، يكون كل من الجزء الحقيقف والجزء التخيلي لهذين الحلين، حلا

 التفاضلية، أي أن الجذرين المركبين الم رافقين 

1 2,r a i b r a i b    

 يناظرهما الحلان الحقيقيان               

   cos , sinax axe bx e bx 

 واللذان يمكن تركيبهما على الصورة    



 
 

  115 115 
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  1 2cos sinaxe c bx c bx 

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (:1مثال )

0 yyy 

 الحلــــــ:

 بكتابة المعادلة المعطاة على الصورة  

  012  yDD 

 وبالتالي فإن المعادلة المساعدة هي  

2 1 0

1 1 4

2

r r

r

  

  


 

 وجذراها هما 

                        
2

3

2

1
2 ir 


      ,

2

3

2

1
1 ir 


 

 لذلك فإن الحل العام للمعادلة المعطاة هو 

                                    .
2

3
sin

2

3
cos 21

2


















xcxcey

x

h
 

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (:2مثال )

09  yy 

 الحلــــــ:

 بكتابة المعادلة المعطاة على الصورة   

  093  yDD 
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                       وبالتالي فإن المعادلة المساعدة هي                                                                                             

 3 29 0 9 0r r r r     

 وجذورها هي             

1 2 30, 3 , 3r r i r i    

 لذلك فإن الحل العام للمعادلة المعطاة هو 

1 2 3cos 3 sin 3hy c c x c x   

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (:3مثال )

01616  yyyy 

 الحلــــــ:

 بكتابة المعادلة المعطاة على الصورة 

  0161623  yDDD 

 وبالتالي فإن المعادلة المساعدة هي        

0161623  rrr 

 وجذورها هي                                 

1 2 31, 4 , 4r r i r i    

 لذلك فإن الحل العام للمعادلة المعطاة هو 

1 2 3cos 4 sin 4 .x

hy c e c x c x   
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 ( بعض جذور المعادلة المساعدة مركبة ومكررة.4 
حيث أن معاملات المعادلة المساعدة حقيقية، فإن الجذور المركبة إذا وجدت فإنها تكون    

 م رافقة، لذلك إذا وجد الجذر المركب
ً
 أزواجا bia   مكرر m  من المرات فإن الجذر المركب

 bia   سوف يوجد مكرر m .
ً
 من المرات  أيضا

 وفي هذه الحالة، مثل الحالة الثانية، يمكن إثبات أن الحل العام يكون على الصورة  

   2 1 2 1

1 2 3 1 2 3... cos ... sina x m a x m

m my e c c x c x c x bx e c c x c x c x bx             

 ثابت اختياري )= رتبة المعادلة المعطاة(. 2mوهذا الحل يحتوي على 

 العام للمعادلة التفاضلية:: اوجد الحل (1مثال )

   4 2
4 4 0y y y   

 الحلــــــ:

 بكتابة المعادلة المعطاة على الصورة 

  044 24  yDD 

 وبالتالي فإن المعادلة المساعدة هي                                                               

  02044
224  rrr 

 وجذورها هي                                                   

2,2,2,2 4321 iriririr  

 لذلك فإن الحل العام للمعادلة المعطاة هو                                          

    .2sin2cos 4321 xxccxxccyh  

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(2مثال )

     6 4 2
3 9 27 0y y y y    

 الحلــــــ:
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 بكتابة المعادلة المعطاة على الصورة                                                                  

  02793 246  yDDD 

 وبالتالي فإن المعادلة المساعدة هي     

     
2

6 4 23 9 27 0 3 3 3 0r r r r r r         

 وجذورها هي

           1,2 3,4 5 63, 3, 3 , 3r i r i r r      

 لذلك فإن الحل العام للمعادلة المعطاة هو                                                      

         

    .3sin3cos 3

6

3

54321

xx

h ececxxccxxccy  

 الحل الخاص للمعادلة الخطية غير المتجانسة ذات المعاملات الثابتة -4/4

 لإيجاد الحل الخاص للمعادلة غير المتجانسة      F D y f x سوف نستخدم ،

طريقة المؤثرات، وذلك بالتةثير على الدالة  xf  بالمؤثر العكس ي
 DF

، ولذلك سوف 1

)ندرس الآن خواص المؤثر التفاضلي  )F D والمؤثر العكس ي ،
 DF

كل منهما  ، عندما يؤثر 1

 على بعض الدوال الأساسية.   

             ثابت اختياري                         حيث    1) x xF D e F e  

 الإثبات:

              .,...,, 22 xnxnxxxx eeDeeDeeD    

         1

0 1 1. . .x n n x

n nF D e p D p D p D p e 

      

          1

0 1 1. . .n n x

n np p p p e  

     
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                                  .xeF  

        2) x xF D e u x e F D u x    

 الإثبات:

                                                       ,xuDexueD xx   

                   

          

    

    .2

22

xuDe

xuDDe

xuDexuDDexueD

x

x

xxx



















 

وبالتالي، يمكن إثبات أن                   ,xuDexueD
nxxn   

                                

      

   

   

0

0

.

n
x n r x

r

r

n
n rx

r

r

x

F D e u x p D e u x

p e D u x

e F D u x

 

















 

 

 





 

        

        

2 2

2 2

3) sin sin ,

cos cos

F D x F x

F D x F x

    

    

   

   
           

     

,حيث    .ثوابت 

 الإثبات:

                                       
    

    2 2

sin cos

sin sin ,

D x x

D x x

    

    

  

    
    

         
2 2

2 2sin sin ,D x x                                                             

                                           .sinsin 22   xxD
nn
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         

    

    .sin

sin

sinsin

2

0

2

2

0

2

























xF

xp

xDpxDF

rnn

r

r

rn
n

r

r

 

 اثبات أن وبالمثل يمكن

                                   xFxDF coscos 22

 

   
 

1 1
4) , 0x xe e F

F D F

  


  

 الإثبات:                                                     

                     
 

       xxxx eFeDFeeDF
DF

  ,
1

 

                                                    
 

   xx eeF
DF

 
1

 

بقسمة الطرفين على  F حيث ، F  ،ثابت  0Fنحصل على ، 

                                      
   

 
1 1

, 0x xe e F
F D F

  


  

 
  

 
 

1 1
5) x xe u x e u x

F D F D

 





 

 الإثبات:

    
 

 
   

 




















xu

DFDF
exu

DF
eDF xx



 111
 

                                      xue x 
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بالتةثير على الطرفين بالمؤثر

 DF

1
 نجد أن   

 
  

 
 xu

DF
exue

DF

xx








11 

                          

 
  

 
 

 
  

 
 

2 2

2 2

1 1
6) sin sin ,

1 1
cos cos

x x
F D F

x x
F D F

   


   


  


  


 

,حيث   ،ثوابت 2 0F  . 

 الإثبات:

                                 ,sinsin 22   xFxDF 

بالتةثير على الطرفين بالمؤثر 2

1

DF
 نجد أن  

 
    

 
     xF

DF
xDF

DF
sin

1
sin

1 2

2

2

2 

 

بقسمة الطرفين على 2F    نحصل على 

 
  

 
  .sin

1
sin

1
22




 


 x
F

x
DF

 

 بالمثل يمكن اثبات أن 

 
  

 
  .cos

1
cos

1
22




 


 x
F

x
DF

 

    
 

  ,sin
1

sin
2

2   x
DF

Fx
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   
 

1
7) , 0 0

0

c
c F

F D F
  

 الإثبات                                    

                              
       

.
00

111 00

F

c
e

F
ce

DF
cc

DF

xx  

 المعادلة التفاضلية            نتيجة: 

       1
0 1 1... , is a constant .

n n

n np y p y p y p y c c



     

لها حل خاص على الصورة
 n

p
p

c
y . 

وذلك لأن   0 nF p ،npهو معاملy. 

 اوجد الحل الخاص لكل من المعادلات التفاضلية الآتية:(: 1مثال )

5

2

1) 4 3 2

2) 9

3) 4 4 8

x

x

y y y

y y e

y y y e 

   

  

    

 

 الحلــــــ:

يمكن كتابتها على الصورة  *المعادلة الأولى  2yDF 

             حيث     342  DDDF   0 3,F  

لذلك فإن الحل الخاص لهذه المعادلة هو       
3

2
py         الخاصية( 7.) 

يمكن كتابتها على الصورة  *المعادلة الثانية  xeyDF 5 

حيث    92  DDF      5 34 0,F     
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xلذلك فإن الحل الخاص لهذه المعادلة هو    

p ey 5

34

1
      (.(4))الخاصية 

         ا على الصورة   يمكن كتابته *المعادلة الثالثة  xeyDF 28 . 

حيث              DDDDF 44 23     2 0,F  . 

 لذلك فإننا نكتب F D على الصورة 

     22 244  DDDDDDF 

 ويصب  الحل الخاص لهذه المعادلة هو    

                        
   














  xx

p e
DD

e
DD

y 2

2

2

2

1

2

1
8

2

1
8                

                                                  
 

  























 








x

x

ex
D

e
D

20

2

2

2

2

1
4

2

1

2

1
8

     

                                           
  















  0

2

2

22

1
4 x

D
e x 

                                    0220

2

2 4
1

4 xDex
D

e xx   

                                                                        
2 22 xx e   

 لاحظ أن 

    2001102

2

1
xdxxdxdxxxDDxD     

 لأن الحل الخاص لا يحوي أي ثوابت. 
ً
 ولم يتم إضافة ثوابت أثناء التكامل نظرا
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 اوجد الحل الخاص لكل من المعادلات التفاضلية الآتية:(: 2مثال ) 

2

2

3

1) 2 4 .

2) 2 .

3) 2 .

x

x

y y y x

y y y x e

y y x e 

   

   

  

 

 الحلــــــ:

 المعادلة الأولى يمكن كتابتها على الصورة    

  24xyDF  

حيث          22  DDDF  

 لذلك فإن الحل الخاص لهذه المعادلة نحصل عليه، كما يلي   

 
  

22

2 21

1
44

2

1
x

DD
x

DD
yp 













 

 باستخدام الكسور الجزئية نجد أن 

    


























2
16

1

13

1

21

1

DDDD
 

  21

1

1
3

1

2
1

6

1
4 xD

D
yp






























 

 باستخدام نظرية ذات الحدين، نجد أن                                    

        

    .22......11

,
2

1
...

22
1

2
1

22221

22

2

2

1


















































xxxDDxD

xxx
DD

x
D

 



 
 

  125 125 

 المعادلات التفاضلية الخطية ذات المعاملات الثابتة من الرتب العليا –الفصل الرابع 

 

                            

 

 966
3

1

22
2

1

2

1

3

4

2

22




























xx

xxxxyp

 

 المعادلة الثانية يمكن كتابتها على الصورة      

  xexyDF 2 

حيث                              2 2 1F D D D   

 لذلك فإن الحل الخاص لهذه المعادلة هو  

 

 
x

x

p

ex
D

ex
DD

y

2

2

2

2

1

1

12

1







 

 

x

x

x

p

ex

xDe

x
D

ey

4

22

2

2

12

1

11

1

















 

 المعادلة الثالثة يمكن كتابتها على الصورة  

  xexyDF  3 

حيث                      222  DDDDDF  

 لذلك فإن الحل الخاص لهذه المعادلة نحصل عليه كما يلي                            

                  
     

33

11

1

2

1
x

DD
eex

DD
y xx

p





   

                                                  311
11 xDDe x   
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           33232 1...1 xDDDDDDe x  
 

          33232 1...1 xDDDDDDe x  
 

                                                                    321 xDe x  
 

 وذلك بإهمال الكميات التي من الدرجة الأعلى من الثالثة.

                                                        xxey x

p 63   

 اوجد الحل الخاص لكل من المعادلات التفاضلية الآتية:                                                          (: 3مثال )

                                               

.5sin4136)3

.cos)2

.3sin9)1

3 xeyyy

xxyy

xyy

x





 

 الحلــــــ:

 *المعادلة الأولى يمكن كتابتها على الصورة       

  xyDF 3sin 

حيث                    92  DDF        ، 2 ( 9) 9 9 0F F        

 لذلك فإن الحل الخاص لهذه المعادلة نحصل عليه كما يلي     

 
  

3 3

2 2

1 1 1
sin3 Im ( ) Im( )

9 9 3 3

i x i x

py x e e
D D D i D i

  
   

 

                
   

 xixi ex
iDi

e
iiD

303

3

1

6

1
Im

6

1

3

1
Im













 

 
 

 
0 3 3 01 1 1

Im Im( )
6 3 6

i x i xi
x e e x

i D i D


 


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 3Im( ) Im( cos3 sin3 )

6 6

1
cos3

6

i xi x i x
e x i x

x x

 
  

 
 

حيث

 

Im .هي الجزء التخيلي للعدد المركب 

 لاحظ أننا لم نستطع تطبيق الخاصية السادسة والتي تنص على                                         

 
  

 
    0,sin

1
sin

1 2

22



 


 Fx

F
x

DF
 

                 وذلك لأن  2 0F   

 لذلك تستخدم الطريقة السابقة في هذه الحالة. 

 *المعادلة الثانية يمكن كتابتها على الصورة     

  xxyDF cos 

               حيث                          12  DDF  

 لذلك فإن الحل الخاص لهذه المعادلة نحصل عليه كما يلي                                                             

 
 

 
 

2

2

1
cos

1

1
Re

1

p

i x

y x x
D

x e
D







 

  
 

 
 

2

2

1
Re

1

1
Re

2

i x

i x

e x
D i

e x
D i D


 


                                                              
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 

 

 
1

1

1
Re

2

1
Re 1

2 2

i x

i x

e x
D D i

D
e D x

i i








 
  

 

           

        
 

2
11

Re 1 . . .
2 2 4

i x D D
e D x

i i

  
    

 
           

                    
 11 1

Re
2 2 4

i x D
e D x

i i

 
   

 
            

 xixx
i

x
i

sincos
4

1

2

1

2

1

2

1
Re 2 








 

                  
  xxxx cos

4

1
sin12

8

1 2  

 المعادلة الثالثة يمكن كتابتها على الصورة

  xeyDF x 5sin4 3 

          حيث                       1362  DDDF 

 لذلك فإن الحل الخاص لهذه المعادلة هو                            

 

    
x

DD
e

xe
DD

y

x

x

p

5sin
13363

1
4

5sin4
136

1

2

3

3

2







                               

 
x

D
e x 5sin

4

1
4

2

3


 

 
xe x 5sin

425

1
4 3


          
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xe x 5sin

21

4 3
 

 اوجد الحل الخاص لكل من المعادلات التفاضلية الآتية:                                                          (: 4مثال )

                                            
21) 4 3 cos .

2) 2 2 cos .

x

x

y y x x e

y y y x e x

    

   
 

 الحلــــــ:

 على الصورة*المعادلة الأولى يمكن كتابتها 

  xexxDF 2cos3  

حيث                                          42  DDF  

 لذلك فإن الحل الخاص لهذه المعادلة يكون عبارة عن مجمو  الحلول الخاصة للمعادلات          

               xDF    ,   xDF cos3    ,   2xF D e . 

 و نحصل عليه كما يلي     

                                              2

2

1
3 cos

4

x

py x x e
D

  


 

          
    

 x
D

cos
4

1
3

2 


  
 21

2 2

xe
D D


 

 x
D 4

1
2 

                                                     

          
  

 
 

 02

1 3 1
cos

2 2 5 2 4
x x x

D D D
  

   
 

   
   2 01 1 3 1

cos
4 2 4 2 5 ( 4)

xx x x e x
D D D D

   
   
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   

1 1

1

2 1 0

1 1 3
1 1 cos

8 2 8 2 5

1
1

4 4

x

D D
x x x

D
e D x

 



 

   
        

   

 
  

 

 

  
0

2
12

22

...
164

1
4

1
cos

5

3

......
42

1...
42

1
8

1

x
DD

Dex

x
DDDD

x















































 

              
2

2 1 01 3 1 1
2 cos

8 2 5 4 4

xD
x x e D x    

        
  

 

                                      xexxx 214
16

1
cos

5

3

4

1   

 *المعادلة الثانية يمكن كتابتها على الصورة       

  xexyDF x cos، 

          حيث                      222  DDDF. 

 لذلك فإن الحل الخاص لهذه المعادلة نحصل عليه كما يلي                                                                       

 

    
xx

DD
e

xxe
DD

y

x

x

p

cos
2121

1

cos
22

1

2

2







 

                     
xx

D
e x cos

1

1
2 

 

المقدار 
 

xx
D

cos
1

1
2 

 (3)سبق أن حصلنا عليه من خلال المعادلة الثانية من مثالأأ 
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                              وهو يساوي   21 1
2 1 sin cos

8 4
x x x x . 

 وبالتالي فإن حل المعادلة المعطاة هو 

                                       







 xxxxey x

p cos
4

1
sin12

8

1 2 

 يكون من المفيد 
ً
 بالمؤثر على الدالة الأسية ثم على الدالة المثلثية، وغالبا

ً
لاحظ أننا أثرنا أولا

 عمل ذلك.

فيما سبق، استطعنا إيجاد الحل العام  hy   للمعادلة المتجانسة 

                      0... 1

1

10  

 ypypypyp nn

nn 

 والحل الخاص py  للمعادلة غير المتجانسة 

                 xfypypypyp nn

nn  



1

1

10 ... 

 للمعادلة غير المتجانسة، على الصورة gy ولذلك يمكننا إيجاد الحل العام

phg yyy  

 

 معادلة أويلر الخطية: -4/5

 معادلة أويلر الخطية هي المعادلة التي على الصورة                                         

         
       

   

11

0 1

1. . . ,

n nn n

n n

a a x b y a a x b y

a a x b y a y f x





   

    
 

حيث   baaaaaa nn ,,,,...,,, 1210  .ثوابت 

 ويمكن تحويلها إلى معادلة تفاضلية خطية ذات معاملات ثابتة.

 استخدام التعويض                                                 
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  lnza x b e z a x b     

 نجد أن                                                                                                     

              ,
dz

d
     ,, ya

dz

dy
aybxa

bxa

a

dx

dz



                           

                           ,12

2

2
22

ya
dz

dy

dz

yd
aybxa 








 

                                            ,2133
yaybxa  

 وبالتالي فإن 

                        ynaybxa nnn
1...21  

تفاضلية خطية ذات بالتعويض بالعلاقات السابقة في معادلة أويلر نحصل على معادلة 

y,معاملات ثابتة، وتحل كما سبق، فنحصل على الحل العام بدلالة z ثم بالتعويض عن ،

z  بدلالةx  .نكون قد اوجدنا الحل المطلوب لمعادلة أويلر 

 التفاضلية:اوجد الحل العام للمعادلة  (: 1مثال )

xyyxyx  642
 

 الحلــــــ:

 هذه المعادلة هي معادلة أويلر، حيث 

6,4,1,0,1,2 210  aaaban 

xzorexبةخذ التعويض  z ln نجد أن ، 











dz

dy

dz

yd

x
y

dz

dy

x
y

2

2

2

1
,

1 

 وتتحول المعادلة المعطاة إلى الصورة 



 
 

  133 133 

 المعادلات التفاضلية الخطية ذات المعاملات الثابتة من الرتب العليا –الفصل الرابع 

 
zey

dz

dy

dz

yd
 65

2

2

 

 والتي يمكن كتابتها على الصورة 

                                           zeyF   ،  652 F 

065المعادلة المتجانسة                          
2

2

 y
dz

dy

dz

yd
 ، 

 يمكن كتابتها على الصورة        

  0652  y 

 وتكون المعادلة المساعدة لها هي 

 
  

2 5 6 0

2 3 0

r r

r r

  

   
 

 وجذور هذه المعادلة هي            

3,2 21  rr 

 المتجانسة هو وبالتالي يكون الحل العام للمعادلة

3 2 3 2

1 2 1 2

x x

hy c e c e c x c x    

 سة فنحصل عليه كما يليأما الحل الخاص للمعادلة غير المتجان

                                                    zz

p eey
2

1

65

1
2




 

                                                          وذلك لأن  1 2F  . 

 والحل العام للمعادلة المعطاة هو
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xxcxcyg

2

12

2

3

1  

لذلك فإن الحل العام للمعادلة  
zey

dz

dy

dz

yd
 65

2

2

                   ، هو                                                                                                                          

3 2

1 2

1

2

z z zc e c e e  phg yyy  

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (:2مثال )

x
xxyyxyx

6
ln643 22  

 الحلــــــ:

 هذه المعادلة هي معادلة أويلر، حيث 

4,3,1,0,1,2 210  aaaban 

xzorexبةخذ التعويض  z ln نجد أن ، 











dz

dy

dz

yd

x
y

dz

dy

x
y

2

2

2

1
,

1 

 وتتحول المعادلة المعطاة إلى الصورة                                                                  

2
2

2

2
2

2

4 4 6 6

6
3 4 6

z z

z

z

d y dy
y z e e

dz dz

d y dy dy
y z e

dz dz dz e

   

 
      
 

 

 والتي يمكن كتابتها على الصورة    

  zz eezyF  66 2 

 وتكون المعادلة المساعدة لها هي  
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    2 24 4 0 2 0r r r      

 وجذور هذه المعادلة هي       

221  rr 

 وبالتالي يكون الحل العام للمعادلة المتجانسة هو 

  2

1 2

z

hy c c z e  

 أما الحل الخاص للمعادلة غير المتجانسة فنحصل عليه كما يلي                                                          

 
 

 

2 0

2

2 2

2

1
6

2

1
6 6

1 2

z z

p

z z

y z e z e

z e e



 

 
 

  
 

 

                 zz eez 
3

223 

 لذلك فإن الحل العام للمعادلة 

zz eezy
dz

dy

dz

yd  6644 2

2

2

 

zzهو          eez 
3

223  2

1 2

zc c z e phg yyy  

 والحل العام للمعادلة المعطاة هو

   
x

xxxccxyg
3

2
lnln

32

21

2  

 حل مجموعة المعادلات التفاضلية الآتية:أوجد  (:3مثال )

 

  2

2 3 0 (1)

3 2 2 (2)

x

t

D y

x D y e

  

  

 الحلــــــ:
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 ( نحصل على:1( من )2وطرح ) (3)( في 2وضرب ) D+2)( بالمؤثر )1بالتةثير على المعادلة ) 

 2 24 5 6 tD D x e     

 الصورة وهذه معادلة تفاضلية خطية ذات معادلات ثابتة حلها لعام على

5 2

1 2

6
(3)

7

t t tx c e c e e   

 ( نحصل على 1بالتعويض في المعادلة )

 
1 6 2

2 ,
1 2

3 7

1 24 2
3 3

1 2
3 7

8 2
(4)

1 2
7

t st t
y D c e c e e

t st t
c e c e e

t st t
y c e c e e


    


   


   

 
  

 
    

 (.3( ،)4الحل الكامل يعطى بالمعادلتين )
 

 تمارين: -4/6

 اوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية الآتية:  -1 

1) 3 2 0 .

2) 6 9 0 .

y y y

y y y

   

   
 

3) 3 0 .

4) 2 10 0 .

y y

y y y

  

   
 

  
5) 6 11 6 0 .

6) 4 3 18 0 .

y y y y

y y y y

     

     

 

 

7) 9 20 0 .

8) 8 24 32 16 0 .

i v

i v

y y y

y y y y y

  

      
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.03626)10

.022)9





yyyy

yyyy
 

 

  .06474)12

.064)11





yyyyy

yy

vi

vi

 

 

    .016249)16

.0412136)15





yyyy

yyyyy

viiv

vi

 

                                            
 

  .0222)18

.0168)17





yyyyy

yyy

vi

vi

 

                                                 
 

    .033)20

.034)19





yyyy

yyy

viiv

v

 

                                         

 

  .,052)22

.04119)21

22

dx

d
DyDD

yyyyy vi





 

 اوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية الآتية: -2

                                                      
.2cos)2

.65)1 2

xyyyy

eyyy x



 

 

                                       
.73254)4

.9158)3

2

2

xx

x

eexyyyy

exyyy




 

                                   
.683496)6

.3sin1954)5

22

2

x

x

exyyyy

xeyy




 

                                
.4107)8

.sin2364)7

3 x

xx

exyyy

xeexyyyy




 

                                 
.11618106)10

.sin42)9

32

2





xeeyyy

xxyy

xx
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.73102sin553)12

.20cos4020sin403)11

2 



xxxyyyy

xxyyy
 

                                         
(4) 213) 3 4sin 2cos .

14) 2 4 sin 2 .x

y y x x x

y y y e x

   

   
 

                                                        
 4

15) 2 cos .

16) sin3 cos .

y y y x

y y x x

  

  

  
 

   

32

2

17) ln .

4
18) 1 3 1 .

1

x y x y y x x

x y y y x
x

   

     


 

                       

    .1433623323)20

.4322)19

22

2





xxyyxyx

xyyxyx 

 الحل العام لأنظمة المعادلات التفاضلية الآنية: اوجد-3

 

   
 

  2

1
1

1

t

t

Dx D y e

x D y e

    


  

 

 
   

  2

2 1
2

5 3

D x D y t

x D y t

    


  

 

 
   

 

1 1 2
3

2 3 1

t

t

D x D y e

x D y e

     

    

 

 
 

 

2

2

16 6 0
4

6 16 0

D x Dy

Dx D y

   


  

 

 
 

 

2

2 2

4 6 0
5

1 2 cos

D x Dy

D y x x

   


  
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 

   

   

   

1 2 1

6 1 1 2

1 1 3

t

t

t

D x D y e

D y D z e

D x D z e

     


   


    

 

 
2

2

2 0
7

2 2 0

t x tx y

t y ty y x

   


   
 

 8
4 2 2

x x y

x x y y

 


  
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 الفصل الخامس

 ةــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــحل المعادلات التفاضلي

 اللانهائيةباستخدام المتسلسلات 

 

Soution of Differential Equations 

                                           by Infinite Series  
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

  
ً
 ماكلورين: –طريقة ليبنز -أولا

يمكن تلخيص هذه الطريقة وذلك بايجاد مفكوك ماكلورين في صورة متسلسلة لا نهائية    

 للحل

     
2

1 2
(0) (0) (0) ... (0) ...

2! !

r
rx x

y y xy y y
r

      

من المرات وتوجد علاقة بين  nثم استخدام نظرية ليبنز للتفاضل للمعادلة التفاضلية 

المشتقات    
0,1,2,...

r
r y  تيةكما سيتضح من الأمثلة الآ. 

 : حل المعادلة التفاضلية اوجد (:1مثال )

 

الحلــــــ:   

 من المرات باستخدام نظرية ليبنز نحصل على  n،(1)يتفاضل المعادلة 

     
  

    
1

221 2 5 1 3 0 2
n

n nx y x n y n n y



      

( فى صورة متسلسلة ماكلورين1نفرض أن حل المعادلة )  

             
2

1 2
0 0 0 .... 0 ... (3)

2! !

r
rx x

y y xy y y
r

     

0x   عند النقطة 
r

r

d y

dx
 نرمز إلى القيمة  0ry  حيث 

0x فى المعادلة )2( نحصل على     بوضع 

              2
0 1 3 0 , 0 4

n n
y n n y n


   

ومن ثم من   نحصل على  (4)   

   
2

2

2
1 5 3 0 1

d y dy
x x y

dx dx
   
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     
       
         
           
         

2

3 1

4 2 2

5 3 12

6 4 2 2

0 1.3. 0

0 2.4. 0

0 3.5. 0 1.3 .5. 0

0 4.6. 0 2.4 .6. 0

0 5.7. 0 1.3 .5 .7 0

y y

y y

y y y

y y y

y y y





 

 

 

 

 ( نحصل على3... ومن ثم من ) وهكذا

 

     

2 2 2
2 4 6

2 2 2
1 3 5 7

1.3 1.3 .5 1.3 .5 .7
0 1 ...

3! 4! 6!

2.4 2.4 .6 2.4 .6 .6
0 ... 5

3! 5! 7!

y y x x x

y x x x x

 
     

 

 
     

 

 

( لأنها تحتوى على ثابتين اختيارين هما 1( تمثل الحل العام للمعادلة التفاضلية )5ا لمعادلة )

   '0 , 0y y 

0xملحوظة: بما أن هذا الحل حصلنا عليه حول النقطة    )فى صورة متسلسلة ماكلورين(

0xنقول أن هذا الحل حول النقطة   لكف نحصل على حل حول أي نقطة أخريx a 

x( يجب أن تستبدل بمتسلسلة تايلور حول النقطة 3المعادلة ) a :أي أن 

       
     

       
2

1 2
... ... 6

2! !

r

rx a x a
y y a x a y a y a y a

r

 
      

x بوضع a ( تستبدل بالمعادلة: 2في المعادلة ) 

                    2 121 2 5 1 3 0 7
n n n

a y a n ay a n n y a
 

      

0x فقط.    سوف نعتبر الحل حول النقطة 

 حل المعادلة التفاضلية:أوجد  (:2مثال )

 

 '' 0 1y xy  
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 بةن                    

ً
(0)'علما , (0)y b y a   

 الحلــــــ:

 من المرات باستخدام نظرية ليبنز نحصل على  n(1تفاضل المعادلة )

     2 1
( ) ( ) ( ) 0

n n n
y x xy x ny x

 
                                         (2) 

0xبوضع    ( 2فى المعادلة:) 

       2 1
0 0

n n
y ny

 
  

                                                                       (3) 

ولكن    ' 0 , 0 0y b y  

 ( نجد أن1المعادلة )من 

 '' 0 0 0y xa    

 ( نحصل على3من المعادلة )

         
       
       
       
       
       
       
       
       
       

3 0

4 1

5 2

6 3

7 4

8 5

9 6

10 7

11 8

12 9

0 1. 0 0

0 2 0 2

0 3 0 0

0 4 0 4.1. 4

0 5 0 5.2. 10

0 6 0 0

0 7 0 7.4.1 28

0 8 0 8.5.2 80

0 9 0 0

0 10 0 10.7.4 280

y y y a

y y b

y y

y y a a

y y b b

y y

y y a a

y y b b

y y

y y a a

    

   

  

   

   

  

     

   

  

       

 بالتعويض فى مفكوك ما كلورين نحصل على
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             
2

1 2

3 4 6 7 9

10 12

0 0 0 ...... 0 ...
1! 2! !

2 4.1 5.2 7.4.1

3! 4! 6! 7! 9!

8.5.2 10.7.4
...

10! 12!

R
Rx x x

y y y y y
R

a b b
y a bx x x ax x ax

b
x x

     

       

  

 
3 6 9

3 6 9

1 1.4 7.4.1
1 4...

3! 6! 9!

2 5.2 8.5.2
1 ...

4 7! 10!

y a x x x

bx x x x

 
     

 

 
     

 

 

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (:3مثال )

 
 

2

2
1 2 0

d y dy
x x y

dx dx
                                                                         1  

0xبالقرب من   

 الحلــــــ:

 من المرات باستخدام نظرية ليبنز  n(1نفاضل المعادلة ) 

         2 1
( ) 1 ( ) 2 ( ) 0

n n n
xy x n x y x n y x

 
                            (2) 

0xبوضع   ( نحصل على 2في ) 

     1 2
0 (0)

1

n nn
y y

n

 
 


                                                 (3) 

n...,0,1,2بوضع    نحصل على 

     

         

1

2 1

0 2 0

3
0 0 3 0

2

y y

y y y

 

  
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         

         

3 2

4 3

4
0 0 4 0

3

5
0 0 5 0

4

y y y

y y y

   

  

 

 وهكذا: بالتعويض في مفكوك ما كلورين

           
2

1 2
0 0 ... 0 ...

1! 2! !

r
rx x x

y y y y y
r

       

 نحصل على 

 

 
 

2 3 43 4 5
0 1 2 ...

2! 3! 4!

1
1 ...

!

r r

y y x x x x

y
x

r


      




   



                              (4) 

 ثابت اختياري.  y(0)حيث

للمعادلة التفاضلية لأنها تحتوى على ثابت اختياري واحد( ليست حل عام 4المعادلة )  0y 

 لإيجاد الحل الثانف نستخدم التعويض

   1y u x y
                                                                (5) 

 ( نحصل على1( فى )5(. بالتعويض من )4يعطى بالعلاقة ) 1yحيث 

              2 1 1 2 1 1

1 1 1 1 12 1 2 0x u y u y uy x u y uy uy       
 

                    (6) 

 ( إذن 1حل المعادلة التفاضلية )  1yبما أن 

          2 1 1 1

1 1 12 1 0x u y u y x u y                                                                           (7) 

 ( على الصورة 7المعادلة ) تصب 

 

 

 

 
12

1

1

1

2 1
1 0 8

yu

y xu
     
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 ( نجد أن 8بتكامل )

 1
12ln u ln y ln x x c     

 ومنها نحصل على 

2 * *

1 ,x cdu
xe y c c e

dx
 

                                                                        
(9) 

 ثابت اختياري للتكامل   cحيث 

*

2

1

xe
u c dx

xy



  
                                                                                                                   

(10) 

 ( نحصل على (5( في المعادلة 10بالتعويض من )

*

2 1 2

1

xe
y c y dx

xy



   

 ( هو 1إذن الحل العام للمعادلة )

1 2

*

1 1 2

1

x

y Ay By

e
Ay Bc y dx

xy



 

  
 

 ثوابت اختيارية.  A، Bحيث 

واضح من الأمثلة السابقة أن الحل بطريقة ماكلورين أو تايلور ليس عمليا وقد  ملحوظة:

يكون شاذا في بعض الحالات أو من الممكن أن تكون التفاضلات المتتالية معقدة يمكن استنتاج 

 قاعدة عامة هى أن حل مثل هذه المعادلات يكون على هيئة متسلسلة لانهائية على الصورة:

 2 3

0 1 2 3 0

0

... , 0m m r

r

y x a a x a x a x x a x a





        

 أو على الصورة 
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0

m r

r

r

y a x






  

بالتعويض في أي معادلة تفاضأأأأأأأأأأألية من الرتبة الثانية بالفرض السأأأأأأأأأأأابق فانه يمكننا أن نوجد 

0 علاقة بين المعاملات ومن السأأأأهل أن نسأأأأتنتا قيمة كل من المعاملات بدلالة 1,a a  في أغلب

 الأحيان:

 

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (:4مثال )
'' ' 0xy y y                                                                (1) 

 الحلــــــ:

'' '1
0

b
y y y

x x
    

 نفرض أن الحل على الصورة:

 

 

  

1

0

' 1

0

'' 2

0

, 0

1

r m

r

r

r m

r

r

r m

r

r

y a x a

y a r m x

y a r m r m x







 




 



 

  

   







 

 (1بالتعويض في المعادلة التفاضلية )

  

 

 

1

0

1

0 0

2 1

0 0

1

0

0

r m

r

r

r m r m

r r

r r

r m r m

r r

r r

a r m m x

a m x b a x

a r m x b a x






 



 
  

 

 
  

 

    

  

   



 

 

 

mxبمساواة معامل أصغر قوى     بالصفر 
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 

 

 
 

2

1

1 2

1 2

1 0

1

0
1

r r

r r

r

a r m ba

b
a a

r m

b
a a m

r








    


 

 


  



 

   

 

 

 

 

02 22

1

1 02

02

. . ...
11 1

1 !

!

r

r

r

r

b b b b
a

rr r

b
a a

r

b
a a

r





   


 


 

  


 

 

                                                 
0

0

r m

r

r

r

r

r

y a x

a x










 






    

                                                          
 

 
0 2

0 !

r

r

r

b
a x

r






   

وهو حل غير كامل لأنة يحتوي على ثابت اختياري واحد يمكن إيجاد الحل العام كما في المثال 

 السابق.
 

 تعاريف هامة: -5/1

تسمى الدالة   الدالة التحليلية: x  دالة تحليلية عند النقطةx = a   إذا كانت وإذا كانت

نقط  ' x   لها قيمة محدودة عند النقط المحيطة بالنقطةx = a . 

 للمعادلة التفاضلية  Regular pointتسمى نقطة عادية   x = 0النقطة  النقطة العادية:

   '' ' 0y x y x y     
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إذا كانت   x، x   دالتين تحليليتين عند النقطةx = 0. 

 تعريف آخر للنقطة العادية: 

 تسمى نقطة عادية للمعادلة التفاضلية  x = 0النقطة 

   '' ' 0y x y x y     

 إذا كانت 

 

 

2

0 1 2

2

0 1 2

...

...

x x x

x x x

   

   

   

   
 

 .x = 0متسلسلتين تقاربيتين في جوار النقطة  

 النقطة التي لم تكن عادية فهي شاذة و )فريدة(. النقطة الشاذة المنتظمة:

 شاذة منتظمة للمعادلة التفاضلية  x = 0وتكون النقطة 

   '' ' 0y x y x y     

 إذا كانت 

   

   

2 *

0 1 2

2 2 *

0 1 2

...

...

x x x x x

x x x x x

    

    

    

    
 

 .x = 0متسلسلتين تقاربيتين في جوار النقطة 

نقطة عادية للمعادلة المذكورة إذا كانت كل من  x = 0النقطة  ملحوظة: 0,  0  كمية

 تسمى شاذة منتظمة للمعادلة التفاضلية المذكورة إذا كان كل من x = 0النقطة عند محدودة 
 0,  0،  محدودة.غير كمية 

 نقطة عادية للمعادلة التفاضلية: x = 0اثبت أن  (:5مثال )

'' ' 2 0y xy y    
 الحلــــــ:
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'' ' 2 0y xy y    

( ) , ( ) 2x x x  
 

  x = 0 دالتين تحليليتين في جوار 

 غير منظمة للمعادلة، و نقطة عادية x = 0إذن 

'' ' 2 0y xy y    

 
ً
 طريقة فروبينيوس: -أولا

لحل المعادلة التفاضلية    '' ' 0y x y x y      إذا كانت النقطةx = 0  نقطة

 عادية أو نقطة شاذة منتظمة لها نفرض أن الحل على الصورة 

 2 3

0 1 2 3 0

0

... , 0m

r m

r

r

y x a a x a x a x a

a x






     


 

 

  

' 1

0

'' 2

0

1

r m

r

r

r m

r

r

y a r m x

y a r m r m x


 




 



  

   




 

  2xبضرب طرفي المعادلة التفاضلية في 

   2 '' ' 2 0x y x x y x x y      

 بالتعويض 

  

 

1

0

0 0

0 0

1

. 0

r m

r

r

r r m

r r

r r

r r m

r r

r r

a r m r m x

x a r m x

x a x






 



 


 

 


 

  

 

 



 

 
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وبمساواة معامل أصغر قوى   mx بالصفر 

0 0 0 0 0

0 0

2

0 0

( 1) 0

( 1) 0

(1 ) 0

a m m a m a

m m m

m m

 

 

 

    

    

    

 

تسمى معادلة الأسس وهذه المعادلة لها جذران في  mوالمعادلة الأخيرة من الدرجة الثانية في 

m  :وهناك ثلاثة حالات 

 أن يختلف الجذران بعدد غير صحي   -1

 أن يختلف الجذران بعدد صحي  -2

 أن يتساوى الجذران  -3

على جذرين مستقلين يتكون منهما الحل الكامل للمعادلة  mفي الحالة الأولي نحصل من قيمتي 

الحصول إلا على حل واحد  نحالتين الأخيرتين لن نتمكن بصفة عامة مالتفاضلية. وفي ال

 فقط و أما الحل الثانف فيمكن إجادة بالطريقة الآتية.

 نفرض أن الحل الأول للمعادلة التفاضلية هو 

1

1

0

my a x 









  

 ( السابق:3كما في مثال )

 

 2
0 1 2

1

2 1 2

1

1
...

1 2

1

1

1

x dx
x

x x dx
x

y y e dx
y

y e dx
y



  



   











                                

 

 

2
0 0 1 2

0

1
...

ln

1 2

1

1 2

1

1

1

x x dx
x xy e e dx

y

y x dx
y x

   




   







 



 
 

  153 

 حل المعادلات التفاضلية باستخدام المتسلسلات اللانهائية –الفصل الخامس 

153 

 

 

 

01

1 0

1 0

1 2

0

2 1 22

0

1 2

1
.

1

m

m

m

x
y dx

x a x x

x
y y dx

x
a x

y x dx
x

































 
 
 

 
 
 
 











 

حيث  x .متسلسلة لا نهائية 

 ولكن من معادلة الأسس 

 2

0 01 0m m B     

                   مجمو  الجذرين = 0 1 21 m m    

1 ولكن  2k m m   حيثk  عدد صحي  موجب 

 بالجمع 

 

0

2 1 1

2 1

dx

k

m k

x
y y

x






   

  
 

  x يمكن كتابتها على الصورة  k xx x   حيث x x .متسلسلة لا نهائية 

 

 

2 1 1 1

''

1 ln

xk
dx

k k

xx
y y

x x

y x x



 

 

  
  

  

 


 

حيث  '' x .متسلسلة لا نهائية 
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 الحالة الأولي:

 جذرا معادلة الأسس مختلفان بعدد غير صحي .

 حل المعادلة التفاضلية:  (:6مثال )

'' '4 2 0xy y y    

0xبالقرب من     

 الحلــــــ:

 المعادلة التفاضلية على الصورةيمكن كتابة 

'' '

'' '

2 2

1 1
0

2 4

( ) ( ) 0

1 1
( ) ,

2 2

1
( )

4 4

y y y
x x

y x y x y

x x x
x

x
x x x

x

 





  

  

 
   

 

 
  

 

 

 .نقطة شاذة منتظمة  x = 0إذن 

 نفرض أن الحل على الصورة 

 

 

  

0

0

' 1

0

'' 2

0

, 0

1

r m

r

r

r m

r

r

r m

r

r

y a x a

y a r m x

y a r m r m x







 




 



 

  

   







 

 بالتعويض في المعادلة التفاضلية 
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  

 

1

0

1

0 0

4 1

2 0

r m

r

r

r m r m

r r

r r

a r m r m x

a r m x a x


 



 
  

 

    

   



 

 

                   

      1

0

0

4 1 2

0

r m

r r

r

r m

r

r

a r m r m a r m x

a x


 








     

 




 

                        1

0 0

2 2 2 1 0r m r m

r r

r r

a r m r m x a x
 

  

 

        

بمساواة معامل أصغر قوى  r mx   

  

  

1

1

1 2 2 1 0

1

2 1 2 2 1

r r

r r

a r m r m a

a a
r m r m





     

 
   

 

0m( بوضع 2)  

  1

1 0 0

2 1 0 0

3 2 0 0

1

2 1 2 1

1 1

2.1.1 2!

1 1 1 1
.

2.2.3 4.3 2! 4!

1 1 1

2.3.2 6.5.4! 6!

r ra a
r r

a a a

a a a a

a a a a

  
 

    

      

     

 

 وهكذا ...

 الحل الأول هو:
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 2 3

1 0 1 2 3

2 30 0 0
0

2 3

0

0

...

....
2! 4! 6!

1 1 1
1 ....

2! 4! 6!

cos

y a a x a x a x

a a a
a x x x

a x x x

a x

    

    

 
     

 



 

1بوضع 

2
m   

  1

1 0 0

1

2 3 2 2

1 1

3.2 3!

r ra a

a a a

 
  

 

    

 2 1 0 0

3 2 0 0

1 1 1
.

4.5 5.4.3 5!

1 1 1

6.7 6.7.5! 7!

a a a a

a a a a

     

     

 

 وهكذا ...

 يمكن ايجادة بالطريقة الآتية: 2yالحل الثانف هو 

      

3 5 71
2 2 2 2

3 5 71
2 2 2 2

1

2
2

0

0 1 2 3

0 0 0 0

3 5 7

0

0

...

1 1 1
...

3! 5! 7

1 1 1
...

3! 5! 7!

r

r

y a x

a x a x a x a x

a x a x a x a x

a x x x x

a Sin x



 





    

    


    







 

 إذن الحل العام يعطى من 

cos
1 1 2 2 1 2

y c y c y c x c Sin x     
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 حل المعادلة التفاضلية: أوجد  (:7مثال )

 2 '' ' 2 2 0x y xy x v y     

0xبالقرب من   2إذا علم أنv عدد غير صحي  )معادلة بيسل من الرتبةv 

 الحلــــــ:

 نفرض أن الحل على الصورة 

 

 

0

0

' 1

0

, 0r m

r

r

r m

r

r

y a x a

y a r m x







 



 

  





 
  '' 2

0

1 r m

r

r

y a r m r m x


 



     

 بالتعويض في المعادلة التفاضلية المعطاة نحصل على 

     

  

2 2

0 0

2 2 2

0 0

1 0

0

r m r m

r r r r

r r

r m r m

r r

r r

a r m r m a r m v a x a x

a r m v x a x

 
 

 

 
  

 

       

   

 

 
 

 يمكن كتابة المعادلة السابقة على الصورة

0,1rبوضع    في الحد الأول في المعادلة السابقة 

    

  

22 2 2 1

0 1

2 2 2

2 0

1

0

m m

r m r m

r r

r r

a m v x a m v x

a r m v x a x



 
  

 

    

     
 

2rبوضع    بدلا منr  في الحد الثالث من المعادلة السابقة 
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     

  

22 2 2 1

0 1

2 2

2

2

2

0

1

2

0

m

r m

r

r

r m

r

r

a m v a m v x

a r m v x

a x




 






 



    

   

 





 

 بالصفر  mxبمساواة معامل

 2 2

0 0a m v    

)لأن    0 0a                        .)m v   

1mxبمساواة معامل  بالصفر نحصل على 

  2 2

1

1

1 0

0

a m v

a

  

   

لأن  
2 21 m r   من الفرض 

2mxبمساواة المعامل الحد العام      بالصفر 

  

 

2 2

2

2 2 2
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1

2

r r

r

a r m v a
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




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  
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 (i بوضع )m r 

 

  

    

2 2 2

2 0 0

1

2

1

2 2 2

1 1

2 2 2 4 1

a a
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a
v
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

  
  

 
    

    
 

 



 
 

  159 

 حل المعادلات التفاضلية باستخدام المتسلسلات اللانهائية –الفصل الخامس 

159 

   

  

4 2 0

0

1 1

4 2 .4 2

1

4.8 1 2

a a a
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a
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
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 


 

 

   

   

6 4 4

6 0

1 1

6 2 .6 12 3

1

4.8.12 1 2 3

a a a
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r r r

    
 

  
  

 

 وهكذا ...

1بما أن  0a    3إذن 5 7 ... 0a a a    الحل الأول هو ، فإن 

    

   

1

0

2 4

0

6

1 1
1
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r

r
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
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

 

((ii   بوضعm r   2نجد أن الحل الثانفy  يعطى من 
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2 4

0

6

1 1
1

4 1 4.8 1 2

1
....

4.8.12 1 2 3

r

r

r

y a x

a x x x
r r r

x
r r r













     

 
  



 

 إذن الحل العام يكون على الصورة 

1 1 2 2y c y c y   

 الحالة الثانية:
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 جذرا معادلة الأسس متساوية )يتضح من المثال الآتف(.  

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:  (:8مثال )
'' ' 0xy y by    

0xبالقرب من    

 الحلــــــ:

 ( أنه إذا كان الحل 4وجدنا في مثال) 

0

m

r

r

y a x






  

 فإننا بالتفاضل والتعويض ومقارنة المعاملات )معامل أصغر قوى بالصفر(

 معادلة الأسس 

2

00.0, 0m a m    

mxومساواة معامل   بالصفر كانت 

 
1 12

1

b
a a

m
 




 

 

 دون أن نعوض عن قيمتها بالصفر فإن   mفإذا أبقينا 

 

       

 

     

1

1 02 2 2 2

02 2 2

1 1 ... 1

1 ... 1

b
a a

m m m m

b
a a

m m m












       




    

 

1الحل الأول هو 
y 
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 

     

1

0

1 02 2 2
0 1 ... 1

m

m

y a x

b
y a x

m m m




















   




 

  (m=0)عندما 

بالتعويض في المعادلة التفاضلية عن قيم
' ''

1 1 1, ,y y y  ومقارنة المعاملات نجد أن جميع

المعاملات تتقدم الا معامل الحد الأول وهو 
2 1

0

ma m x 
 . 

 المعادلة تصب   

'' ' 2 1

1 1 1 0

mxy y by a m x     

  mبمفاضلة هذه المعادلة جزئيا بالنسبة إلى 

 

 

2

1 1 1

2

2 1

0

1 2 1

0 2 ln

m

m m

y y yd d
x b

dx m dx m m

a m x
m

a mx m x x



 

       
       

       






 

 

    m = 0إذن الطرف الأيسر يتقدم عند 

 إذن يكون 

1

0m

y

m 





 

 حل آخر للمعادلة التفاضلية 

 بما أن

1

0

my a x








 
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 

     

1

0 0

1

0

02 2 2

ln

ln

1 ... 1

m m

m

y a
x x x x a x

m m

a
x y x

m

b
a a

m m m

 
 



 










 
  
 


 




 

   

 


 

 نفرض أن:

     

    

 

2 2 2
0

1

1 ... 1

ln 2 ln ln 1 ...

ln 1

z
m m m

z m m

m






   

       

  



 

     

 

 

2 2 2

0 22 2

2

1 1 1 1
2 ...

1 1

2 1
,

1 ... 1

1 1
...

1 1

2 1 1 1
...

1 11 ...,

2 1 1 1
1 ...

2 3!

m

z

z m m m m

z

m mm m m

m m

z

m


  
      

       

 
 
       

  
   

   
    
      

  
     

 

 

 إذن الحل الثانف يعطى من:

 
 

 

 

1
2

0

1 02
0

1 0

0

1 1
ln 2 1 ...

2!

1 1
ln 2 1 ...

! 2

m

y
y

m

b
y x a x

b
y x a x





















  
      

 

  
     

  





 

 إذن الحل العام يعطى من المعادلة 
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1 1 2 2y c y c y   

 )ج(الحالة الثالثة:   

 جذرا معادلة الأسس مختلفان بعدد صحي  

 اوجد الخل العام للمعادلة التفاضلية:  (:8مثال )

'' 0y xy   

0xبالقرب من      

 الحلــــــ:

 نفرض أن الحل على الصورة 

0

my a x 









  

 بالتفاضل نحصل على 

  '' 2

0

1 my a m m x 




 


 



     

 بالتعويض في المعادلة التفاضلية 

   2

0

1

0

1 m

m

a m m x

a x











 


 




 



   






 

 والتي تعطى 

   

     

2 1

0 1

2

2

3

1

0

1 1

2 1 1

0

m m

m m

m

a m m x a m m x

a m m x a m m x

a x











 

 


 




 



   

      

 





 

3نضع     
ً
 الحد الرابع()في المجمو  الأول  من  بدلا
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

    

  

   

2 1

0 1

2

1

3

1 1

2 1

3 2 0

m m

m

m

a m m x a m m x

a m m x

m m a a x 

 

 

 

 

   

  

      

 

 بالصفر نحصل على   xبمساواة معاملات قوى 

 

 

  

0

1

2

1 (1)

1 0 (2)

2 1 0 (3)

a m m

a m m

a m m



 

  

  
 3 , 0,1,2,... (4)

3 2

a
a

m m



 
 

  
   

 

0بما أن  0a   ( نحصل على1)المعادلة من: 

  .ثابت اختياري  1aإذن  (2من المعادلة ) ؛ m = 0في حالة 

2( نحصل على 3ومن المعادلة ) 0a . 

 (4ومن المعادلة ) 

0
3

1
4

2
5

3 0
6

4 1
7

5
8

3.2

4.3

0
5.4

6.5 6.5.4.3

7.6 7.6.4.3

0
8.7

a
a

a
a

a
a

a a
a

a a
a

a
a

 



 

 

 

 

 

 وهكذا ...
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 هو   m = 0الحل للمعادلة التفاضلية المناظرة 
4

3 60 0
0 1

71

,

3.2 3.4 6.5.3.2

.......)
7.8.4.3

a aa x
y a a x x x

a
x

     

 

             

3 6

0

4 7

1

1 ...
3.2 6.5.3.2

...
4.3 7.6.4.3

x x
a

x x
a x

 
     

 

 
    

 

 

1حيث  0,a a   ثوابت اختيارية 

1 ( نحصل على4) –(1من المعادلات ):  m = 1في حالة  2 0a a   ومن ثم 

0 1 2
3 4 5

3 0 4
6 7

5 6 0
8 9

, , 0
4.3 5.4 6.5

, 0
7.6 7.6.4.3 8.7

0,
9.8 10.9 10.9.7.4.3

a a a
a a a

a a a
a a

a a a
a a

   

   

   

 

 يعطى من    m = 1الحل المناظر لأ 

3 70 0
0( ...)

4.3 7.6.4.3

a a
y x a x x     

( )لاحظ   : الحل السابق هو عبارة عن جزء من الحل السابق )الحل عندماملحوظة

المتسلسلة الثانية والحل الأول يعتبر حل عام للمعادلة التفاضلية المعطاة لأنه تحتوى على 

 .ثابتين اختياريين 

 حل المعادلات التفاضلية باستخدام المتسلسلات اللانهائية: -5/2

 .ليس من السهل حل كل المعادلات التفاضلية بالطرق السابقة حتى ولو كانت من الرتبة الأولى

 خاصة لإيجاد حلول لبعض المعادلات التفاضلية ذات صيغة 
ً
وفي الأبواب السابقة قدمنا طرقا

0m 

1 2,a a
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محددة مثل المعادلات التفاضلية ذات المعاملات الثابتة أو معادلات يمكن تحويلها إلى أخرى  

الخ. لذلك لابد من  ... ذات معاملات ثابتة أو الحصول على الحل الخاص للمعادلة المخ زلة

 حث عن طرق أخرى لإيجاد حلول بعض هذه المعادلات.الب

وأهم هذه الطرق من الناحية النظرية هي الحل في صورة متسلسلة لانهائية، وهناك طرق 

 أخرى مثل الحلول التقريبية سواء كانت عددية أم متسلسلات تقريب.

ي صورة لية فوفي هذا الباب نقدم طريقة تايلور وطريقة فروبينيوس لحل المعادلات التفاض  

 متسلسلة لانهائية.

: طريقة تايلور:
ً
 أولا

 هو:  0x = x  بالقرب من   y = y(x(مفكوك تايلور للدالة 

 

 في مفكوك تايلور فإننا نحصل على مفكوك ماكلورين:   0x  0 = إذا وضعنا

 

''ولحل المعادلة التفاضلية          ( ) ' ( ) 0y x y x y             

وذلأأأأك    y0y(x ,(x)0بمعلوميأأأأة   )    y0(x), y0(xy ,(x(4))0… ,(نحسأأأأأأأأأأأأأأأأأب المقأأأأادير     

   y،  وباسأأأأأأأأأأتخدام مفكوك تايلور نحصأأأأأأأأأأل على 0x = xبالتفاضأأأأأأأأأأل المتتالي والتعويض عن  

 التي هي حل للمعادلة التفاضلية المعطاه.
 

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (:1مثال )

        2+ y 2= x y   ,بةن 
ً
 1y(0) = y = (0)      علما

2

( )0 0
0 0 0 0 0

0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .... ( )

2! !

k

k

k

x x x x
y x y x x x y x y x y x

k

 
      

2 3
( )

0

( ) (0) (0) (0) (0) ..... (0)
2! 3! !

k

k

k

x x x
y x y xy y y y

k

       
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الحلــــــ:

2 2

(4) 2 (4)

(5) (5)

(0) 1

2 2 (0) 2(1)(1) 2

2 2 2 (0) 2 2(1)(1) 2(1) 6

2 6 (0) 2(1)(2) 6(1)(1) 10

y x y y

y x yy y

y yy y y

y yy y y y

    

      

        

       

    

3 4 52

3 4 52

1 (1) (2) (6) (10) ....
2! 3! 4! 5!

1 ....
2 3 4 12

x x x x
y x

x x x x
x

      

      

                           

 :اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية (:2مثال )

( 2) 2 0y x y y        بالقرب من  x = 2 

 الحلــــــ:

1              نفرض أن 2(2) , (2)y c y c  

(2)1             بذلك يكون  2 (2) 2y y c      

 من المرات باستخدام نظرية ليبنز نجد أن:   nبتفاضل المعادلة التفاضلية 

( 2) ( 1) ( ) ( )( ) ( 2) ( ) ( ) 2 ( ) 0n n n ny x x y x ny x y x      

                                            نحصل على:    x = 2بالتعويض عن 

( 2) ( )

(3) (4)

2

(5) (6)

2

( ) ( 2) ( ),

( ) ( ) , ( ) 0,

( ) ( ) , ( ) 0,...

n ny x n y x

y x y x c y x

y x y x c y x

  

    

   
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وبالتعويض في مفكوك تايلور يكون الحل العام هو: 

 
2 3 5

1 2 1 2 2

5
2 3

1 2

( 2) ( 2) ( 2)
( ) ( 2) 2 0 ...

2! 3! 5!

1 ( 2)
[1 ( 2) ] ( 2) ( 2) ...

6 5!

x x x
y x c x c c c c

x
c x c x x

  
       

 
         

 

 

 :اوجد حل المعادلة التفاضلية(: 3مثال )

( 1) 2 0xy x y y     

 .y( c) = 0 كانتإذا     x = 0في صورة متسلسلة لانهائية بالقرب من

ـــ:   الحلـــ

                   من المرات مستخدما نظرية ليبنز نحصل على  nبتفاضل هذه المعادلة 

     ( 2) ( 1) ( )( ) (1 ) ( ) ( 2) ( ) 0n n nxy x n x y x n y x       

 ومنها نحصل على العلاقة:

( 1) ( )

(0)

(4)

(0)

2

1

3
(0) 2 (0) 2 , (0) (0) 3

2

4
(0) (0) 4 (0) 4 , 5

3

n nn
y y

n

y y c y y c

y y y c y c

 
 




        


      

 

  وبالتعويض في مفكوك ماكلورين نحصل على

2 3 43 4 5
1 2 ...

2! 3! 4!
y c x x x x

 
      

 
 

 .ثابت اختياري    cحيث

حتوي يعام( لأنه لا ثانية فيكون هذا الحل غير كامل )وبما أن المعادلة التفاضلية من الرتبة ال

 .إلا على ثابت اختياري واحد
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ً
 وقد يكون شاقا

ً
من الأمثلة السابقة نلاحظ أن الحل بطريقة تايلور )أو ماكلورين( ليس عمليا

 هذه المعادلات على هيئة متسلسلة لا نهائية على الصورة:في بعض الحالات ، ويمكن حل مثل 

2 3

0 1 2 3 0

0 0

1 2

0 0

( ...), 0

( ) , ( )( 1)

n n

n n

n n

n n

n n

n n

y x a a x a x a x a

x a x a x

y a n x y a n n x



 

   

 


 

 
   

 

     

 

       

 

 

 

,وبالتعويض عن  ,y y y  ((3)مثال )  في المعادلة التفاضلية 

                                        1 1

0 0 0 0

( )( 1) ( ) ( ) 2 0n n n n

n n n n

n n n n

a n n x a n x a n x a x      
   

     

   

           

2 1

0 0

( ) ( 2) 0n n

n n

n n

a n x a n x  
 

  

 

      

 معامل أصغر قوةبمساواة 
1x  

                    بالصفر :  

2 2

0 0 0 0a       
 

بمساواة معامل الحد العام  )
nx 

                       (  بالصفر :

2

1( 1) ( 2) 0n na n a n        

1 2

2

( 1)
n n

n
a a

n






 
  

 
 

0  عندما     نجد أن                                                                  
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1 2

2

( 1)
n n

n
a a

n



 


 

1 0 2 1 0 3 2 0

2 3

0 1 2 3

0 0

2 3

0

3 3 4 4
2 , , ,....

4 2 9 6

...

3 4
(1 2 ....)

2 6

n n

n n

n n

a a a a a a a a

y a x a x a a x a x a x

a x x x


 



 

         

      

    

  

 فإنه يمكن الحصول على حل آخر   1y  وهو نفس الحل السابق . وإذا رمزنا لهذا الحل بالرمز 

2y  عن 
ً
                      يعطى من  1y   مستقلا

 

2 1 2

1

1 x dx
y y e dx

y

  

 حيث x معامل  و ه y  بعد جعل معامل y   الوحده   

1

2 1 12 2

1 1

1
x x

dx
x

e
y y e dx y dx

y xy

 


    

                                                       ويعطى الحل العام للمعادلة التفاضلية في الصورة

1 1 2 2 1 1 2 1 2

1

xe
y c y c y c y c y dx

xy



     

: طريقة فروبينيوس:
ً
 ثانيا

نقطة عادية      x = 0باستخدام طريقة فروبينيوس، وبفرض أن    (3)لحل المعادلة التفاضلية

وبذلك   =0x-x X  نقطة عادية أو شاذة منتظمة نضع   0x = x أو شاذة منتظمة لها  ) إذا كانت  

 نقطة عادية أو شاذة منتظمة(.    x = 0تكون 

 نفرض أن حل المعادلة التفاضلية

   '' ' 0y x y x y                                                                                                       (1)  

 الصورة:على 
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2

0 1 2 0

0

( ...) , 0 (2)n

n

n

y x a a x a x a x a 






      

                        عدد حقيقف  حيث 

1 2

0 0

( ) , ( )( 1)n n

n n

n n

y a n x y a n n x   
 

   

 

          

 وبالتعويض في المعادلة التفاضلية

   '' ' 0y x y x y    

 نحصل على 

2 1

0 0 0

2 2

0

( )( 1) ( ) ( ) ( ) 0

[( )( 1) ( ) ( ) ( )] 0

n n n

n n n

n n n

n

n

n

a n n x x a n x x a x

or

a n n x n x x x x

  



    

    

  
    

  


 



      

      

  



 

2نقطة شاذة منتظمة فيكون كل من     x = 0وحيث أن  ( ), ( )x x x x   يمكن كتابتها

 على الصورة 

                           
2

0 1 2

2 2

0 1 2

( ) ...

( ) ... (3)

x x x x

x x x x

   

   

   

   
    

2و بالتعويض عن  ( ), ( )x x x x     بهاتين المتسلسلتين، وبمساواة معامل أصغر قوة
2( )x  

 ( نحصل علىn=0بالصفر )أي عندما    

0 0 0 0

0 0

[ ( 1) ] 0 , 0

( 1) 0

a a    

    

    

    
 

                                أو                                                                    
2

0 0( 1) 0 (4)          
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  quation)e(Indicial  تسمى معادلة الأسس   وهذه المعادلة من الدرجة الثانية في 

1 وهذه المعادلة لها جذران  2,   من حلول المعادلة التفاضلية 
ً
  (1)وسوف نرى أن واحدا

 سيكون في الصورة
ً
 للحالات (2) دائما

ً
 تبعا

ً
، وهناك ثلاث صور للحل الثانف المستقل خطيا

 الثلاث التالية:

1 الجذران : الحالة الأولى 2,   
ً
 صحيحا

ً
 حقيقيان ومختلفان والفرق بينهما ليس عددا

1 الحالة الثانية: 2  )الجذران متساويان( 

1   الجذران الحالة الثالثة: 2   مختلفان بعدد صحي 

 مختلفان والفرق  الجذرانالحالة الأولى: 
ً
 صحيحا

ً
 :بينهما ليس عددا

1لها حلان مستقلان هما  )(1هي أسهل الحالات والمعادلة  2,y y على الصورة 

1

2

2

1 0 1 2 0

* * * 2 *

2 0 1 2 0

( ...), 0

( ...), 0

y x a a x a x a

y x a a x a x a





    

    
 

نحدد المعاملات   ) (1وبالتعويض في 
*,i ia a 

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (:1مثال )

22 7 ( 1) 3 0x y x x y y        بالقرب من  x = 0 

 الحلــــــ:

هي نقطة شاذة منتظمة و بالتالي يمكن تطبيق طريقة فروبينيوس . نفرض أن    x = 0 نجد أن

 الحل على الصورة 

1

0 0

, ( ) ,...n n

n n

n n

y a x y a n x 
 

  

 

    

 وبالتعويض في المعادلة التفاضلية المعطاة 
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2 2 1

0 0 0

1

0 0

2 ( )( 1) 7 ( 1) ( ) 3 ( ) 0

[2( )( 1) 7( ) 3] 7 ( ) 0

n n n

n n n

n n n

n n

n n

n n

x a n n x x x a n x a n x

n n n a x a n x

  

 

   

   

  
    

  

 
  

 

        

         

  

 

 

)بمساواة معامل أصغر قوة  )x 
 بالصفر 

0 0

2

[2 ( 1) 7 3] 0 0

2 5 3 0 (2 1)( 3) 0

a a

or

  

   

    

      
 

    جذرا معادلة الأسس هما
1 2

1
, 3

2
       7والفرق بينهما

2
  

ً
ليس عددا

 
ً
 صحيحا

)بمساواة معامل الحد العام  )nx 
 بالصفر 

1

1

[2( )( 1) 7( ) 3] 7 ( 1) 0

7( 1)
, 1 (1)

( 3)(2 2 1)

n n

n n

a n n n a n

n
a a n

n n

   



 





         

 
   

   

 

1عندما  

2
  ( أن1نجد من المعادلة ) 

1

1 0 2 1 0

7(2 1)
, 1

2 (2 7)

7 21 49
, ,...

18 44 264

n n

n
a a n

n n

a a a a a




  



     

 

 هو  1y وبذلك يكون الحل الأول 

                                           
1 1

22 2
1 0

0

7 49
[1 ......]

18 264

n

n

n

y a x a x x x
 



      

3وعندما       ( تةخذ الصورة1نجد أن المعادلة ) 
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1

1 0 2 1 0

2

2 0

0

7( 4)
1

(2 7)

21 7 49
, ,...

5 3 5

21 49
1 ...

5 5

n n

n

n

n
a a n

n n

a a a a a

y x a x xa x x








  



     

 
      

 


 

1والحل العام للمعادلة التفاضلية هو              1 2 2y c y c y  

1حيث    2,c c     .ثابتان اختياريان 
 

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (:2مثال )

4 2 0xy y y            بالقرب منx = 0 

 الحلــــــ:

 نقطة شاذة منتظمة.    x = 0 النقطة

 نفرض أن الحل على الصورة 

0

0

, 0n

n

n

y a x a






  

,وبالتعويض في المعادلة التفاضلية عن    ,y y y    نجد أن 

1 1

0 0 0

1

0 0

4 ( )( 1) 2 ( ) 0

( )(4 4 2) 0

n n n

n n n

n n n

n n

n n

n n

a n n x a n x a x

or

a n n x a x

  

 

  

 

  
    

  

 
  

 

      

    

  

 

 

بمساواة معامل أصغر قوة  
1( )x  

 بالصفر  

0

1
[ (4 2)] 0 0 ,

2
a          
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.
ً
 ليس صحيحا

ً
 والفرق بين جذري معادلة الأسس عددا

)مساواة معامل الحد العام  )nx 
 بالصفر 

1

1

( 1)(4 4 2) 0

2( 1)(2 2 1)

n n

n
n

a n n a

a
a

n n

 

 





      

  
   

 

 وتسمى بالعلاقة التكرارية للمعاملات   …,n = 0,1,2وهذه العلاقة صحيحة لقيم  

(i  0بوضع   في العلاقة التكرارية 

1

01 2
1 0 2 3

2( 1)(2 1)

1
, , ...

2 12 4! 30

n
n

a
a

n n

aa a
a a a a

  
 

       

 

 والحل الأول للمعادلة هو

  

2 3

1 0 1 2 3

0

2 3

0 0

....

(1 ...) cos
2! 4! 6!

n

n

n

y a x a a x a x a x

x x x
a a x





     

     


                

(ii 1  بوضع

2
  ي العلاقة التكراريةف 

1

0 0 01
1 0 2 3

(2 3)(2 2)

, , ,...
3(2) 5(4) 5! 7!

n
n

a
a

n n

a a aa
a a a a

  
 

       

 

 وبذلك يكون الحل الثانف هو
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 1 1 2 3

2 2
2 0

0

3 5 7

0 0

1 ...
3! 5! 7!

( ) ( ) ( )
... sin

2! 4! 6!

n

n

n

x x x
y a x a x

x x x
a x a x

 



 
      

 

 
      

 


 

 إذن الحل العام يعطى من

1 1 2 2 1 2cos siny c y c y c x c x    

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (:3مثال )

2 2 2( ) 0x y xy x m y     

 عدد غير صحي .   2mإذا كان    x = 0 بالقرب من   

 (Bessel's equation of order  m)معادلة بسل التفاضلية من الرتبة الميمية 

 الحلــــــ:

معادلة بسل التفاضلية لها دور بالغ الأهمية في الرياضيات التطبيقية والفيزياء النظرية 

والعلوم الهندسية، وتستخدم هذه المعادلة كنموذج رياض ي في مجالات شتى كحركة الأمواج 

 .والمرونة وحركة السوائل وغير ذلك

 نفرض أن الحل العام هو

0

0

( ) , 0n

n

n

y x a x a






  

 في معادلة بسل نحصل علىوبالتعويض 

2 2

0 0 0 0

2

0 0

( )( 1) ( ) 0

( )( ) 0

n n n n

n n n n

n n n n

n n

n n

n n

a n n x a n x a x m a x

a n m n m x a x

   

 

  

 

   
    

   

 
  

 

       

      

   

 

)  بمساواة معامل أصغر قوة )x 
 بالصفر   



 
 

  177 

 حل المعادلات التفاضلية باستخدام المتسلسلات اللانهائية –الفصل الخامس 

177 

0 1 2( )( ) 0 ,a m m m m          

بمساواة معامل القوة التالية 
1( )x  

 بالصفر  

1 1(1 )(1 ) 0 0a m m a        

1)     لأن )(1 ) 0m m      

) بمساواة معامل الحد العام )nx 
 بالصفر 

2

2

2

( )( ) 0

( )( )

( 2 )( 2 )

n n

n
n

n
n

a n m n m a

a
a

n m n m

or

a
a

n m n m

 

 

 







     

  
   

 
     

 

(i   0بوضع   يكون 

         

2

0 0
2

02
4

( 2 2 )( 2)

,
2(2 2 ) 4(1 )

,
4(4 2 ) 4(8)(1 )(2 )

n
n

a
a

n m n

a a
a

m m

aa
a

m m m

  
  

    
 

  
  

                               

04
6

1 3 5

,
12(3 ) 4(8)(12)(1 )(2 )(3 )

... 0

aa
a

m m m m

a a a

   
   

   

 

 الحل الأول يعطى من

1 2 4

1 0

0

1 1
[1 ...]

4(1 ) 4(8)(1 )(2 )

n m

n

n

y a x a x x x
m m m








    
  

 



 

  178 

 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

  (ii  بوضع–m     بدلا منm   في الحل الأول نحصل على الحل الثانف في الصورة 

2 4

2 0

0

1 1
[1 ...]

4(1 ) 4(8)(1 )(2 )

n m m

n

n

y a x a x x x
m m m


 



    
  

 

1ويكون الحل العام لمعادلة بسل التفاضلية من الرتبة الميمية هو    1 2 2y c y c y . 

 متساويان: الجذرانالحالة الثانية: 

في الحالتين الثانية والثالثة لا يمكن الحصول إلا على حل واحد فقط المناظر لجذر من جذور 

  (4) رقم معادلة الأسس

 في الصورة   1yنعين الحل الأول 

1

2
0 1 2

1 2
0

0

01

1 0

2

1 0 1 2

( )

2 1 2

1

1
( ...)

1 2

1

( ...)ln

1 2

1

1 2

1

1 2

0

2 1 2

( ...)

1

1

1

1
( )

( )

1
( )

x dx

a a x a x dx
x

a a x dxa x

a

an

n

n

a

y x a a x a x

y y e dx
y

y e dx
y

y e e dx
y

y x dx
y x

x
y dx

x a x x

y y x dx
x

















   

  







   

 









 
 
 

 












 

 متسلسلة لا نهائية x)(حيث 

  
ً
 نجد أن  )4( رقم متسلسلة لانهائية ولكن من معادلة الأسس  )(xأيضا

1 2 0 1 21 , r         
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 عدد صحي  أو صفر   rحيث 

1 0

2 1 1

2 1

( )
r

r

x
y y dx

x

 




   

  
 

)يمكن وضع  )x في الصورة 

( ) ( )rx x R x   

 متسلسلة لانهائية R(x)حيث 

2 1 11

( )
ln ( )

r

R x
y y dx y x S x

x x






 
    

 
 

 متسلسلة لانهائية. S(x)حيث 

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (:4مثال )

  
2 2 0x y xy x y     بالقرب منx = 0 

 )معادلة بسل التفاضلية من رتبة صفر( 

 الحلــــــ:

      1
( ) 1, ( )x x

x
     وبالتالي تكونx = 0   .نقطة شاذة منتظمة 

 نفرض أن الحل على الصورة      

0

0

, 0n

n

n

y a x a






  

y,وبالتعويض عن   y    في المعادلة التفاضلية نحصل على 
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 
2 2

0 0

( ) 0n n

n n

n n

a n x a x 
 

  

 

    

)بمساواة معامل أصغر قوة  )x 
بالصفر والتالي له   

1( )x  
 بالصفر نجد أن 

ً
 أيضا

2

0 1 2

2

1 1

[ ( )] 0 0 0

[(1 ) ] 0 0

a

a a

    



     

   
 

)بمساواة معامل الحد العام  )nx 
 بالصفر 

2 2
2 2

2 2

( ) 0,
( )

(1)
( 2)

n
n n n

n
n

a
a n a a

n

a
a

n











     





 

 

 وهي العلاقة التكرارية للمعاملات

                                                      1 1 3 50 ... 0a a a a         

0عندما      يكون 

2 2

0 2
2 4 02 2 2 2

( 2)

1
, , ...

2 4 2 4

n
n

a
a

n

a a
a a a

  


     

 

 الحل الأول هو

                                       

2 3

1 0 1 2 3

0

2 4

0 2 2 2

...

1 1
1 ...

2 2 4

n

n

n

y a x a a x a x a x

a x x





     

 
    

 


 

 نفرض أن        1yلايجاد الحل الثانف بمعلومية الحل الأول 

1 1 0

0 1

( , ) ( ) ( )n n

n n

n n

y y x a x a x a x    
 

 

 

     
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)1ونعوض عن  , )y x   في الطرف الأيسر من المعادلة التفاضلية المعطاه مع الأخذ في الاعتبار

   دالة في المتغير  naأن 

2 2[ ( , )] [ ( , )] ( , )
1 1 12

2 2[ ] [ ( ) ] [ ]
0 0 02 1 1 1

2 2( ) ( )
0 0 02

d d
x y x x y x x y x

dxdx

d dn n nx a x a x x a x a x x a x a xn n n
dxn n ndx

d d
x a x x a x a x

dxdx

  

     

  

 

           
  

  

   

,أي بالتعويض في المعادلة التفاضلية عن ,y y y   ونقارن المعاملات فنجد أن جميع

 بالنسبة إلى ،معامل الحد الأول إلا المعاملات تنعدم 
ً
نحصل    وبتفاضل هذه المعادلة جزئيا

 على

2
2 2 21 1 1

0 02
ln( ) 2

y y yd d
x x x a x x a x

dx dx

  
  

       
        

       
 

0وبالتعويض عن     نجد أن الطرف الأيمن ينعدم وبذلك يكون 

2
2 21 1 1

2

0 0 0

0
y y yd d

x x x
dx dx      

       
       

       
 

1وبالتالي يكون 

0

y

 

 
 
 

 حل آخر للمعادلة التفاضلية

1
2 1

0 0

2

0 0

1

1

, ( )

( ) ( ln ) ( )

( ) ln

n

n

n

n n

n n

n n

n

n

n

y
y y a x

y x a x x x a x

a x y x





 






 








 

 

 







  




  




 





 



 

 2y. ) الحل الأول ( =   ln xأي أن: متسلسلة لانهائية + 
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

الحل الأول للمعادلة التفاضلية فإن   1yوكان  ينذا كان جذرا معادلة الأسس متساويأي أنه إ 

1

0

y

 

 
 
 

1حل آخر عند التعويض عن قيمة     

 ( يكون 1من العلاقة )

0 0 0
2 4 62 2 2 2 2 2

, , ,...
( 2) ( 2) ( 4) ( 2) ( 4) ( 6)

a a a
a a a

     
    

     
 

1نفرض أن         2

1

( 2)
b





 

 إذن    

1

1 1 1

3 2
01

ln 2ln( 2)

1 2 2 1

2 ( 2) 2

b

b b b

b 



     

  

    
    

    

 

2ونفرض أن     2 2

1

( 2) ( 4)
b

 


 
 

2

2

2

2

2 2

2

2 2 2 2
0

ln 2ln( 2) 2ln( 4)

1 2 2

2 4

2 1 1
[ ]

( 2) ( 4) 2 4

2 1 1 1 1
( ) (1 ) ,...

4 2 2 4 4 2 2

b

b

b

b

b



 

  

    

 

     

 
  

  

 
  

    

  
    



 

3                   وبالمثل  2 2 2

1

( 2) ( 4) ( 6)
b

  


  
      

3                            فيكون 

2 2 2
0

1 1 1
1

6 4 2 2 3

b

 

   
   

  
                                                     

 يعطى من  2yوالحل الثانف  
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2 4 6

2 1 0 2 2 2 2 2 2

1 11
11

1 2 32ln ( ....)
2 2 .4 2 .4 .6

y y x a x x x

 

     

1ويكون الحل العام هو         1 2 2y c y c y     

والطريقة العامة لحل المعادلة التفاضلية     0y x y x y       بالقرب من

 معادلة   x = 0النقطة الشاذة المنتظمة 
ً
وعندما يكون جذرا معادلة الأسس متساويان نوجد أولا

1الأسس ونفرض أن جذراها هما   2,   1حيث 2    

1 0

0 0

[ ( ) ]n n

n n

n n

y a x x a a x  
 



 

     

,وبالتعويض عن  ,y y y   في المعادلة التفاضلية نجد أن 

   

   

2 2 2

1 1 1 0 1

2
2 21 1 1

2

2

0 1 1

( ) ( )

( ) ( ) ( )

[ (ln )( ) 2( ) ]

x y x x x y x x y a x

y y yd d
x x x x x x

dx dx

a x x x



 

   

 
  

   

    

  
  

  

   

 

1وبالتعويض عن   يكون الطرف الأيمن في هذه المعادلة يساوي الصفر. 

أي أن
1

1y

  

 
 
 

 حل للمعادلة التفاضلية أي أن الحل الثانف هو 

1 1

1
2 1

1

ln nn

n

y a
y y x x x

    



 

 
  
 

 

 + متسلسلة لا نهائية.  . ln xالحل الثانف = الحل الأول 

 حل المعادلة التفاضلية: (:5مثال )

     
2 3 (1 2 ) 0x y xy x y        بالقرب منx = 0 

 الحلــــــ:
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 نقطة شاذة منتظمة.   x = 0النقطة  

 نفرض أن الحل على الصورة 

0

1

0 0

( 1) 2 0

n

n

n

n n

n n

n n

y a x

a n x a x



 






 
  

 



    



 

 

xبمساواة معامل أصغر قوة )  )بالصفر 

2( 1) 0 1 , 1      

1xبمساواة الحد التالي )   بالصفر ) 

2

1 0 1( 2) 2 0, 0a a a     

nxبساواة معامل الحد العام ) بالصفر ) 

1

2

0 01
1 22 2 2 2

0

2 2 2

2
, 1

( 1)

2 42
, ,...

( 2) ( 3) ( 2) ( 3)

2

( 2) ( 3) ...( 1)

n
n

n

n

a
a n

n

a aa
a a

a
a

n



   

  

 
 

   
   


   

 

1عندما يكون الحل الأول هو   1

1

0 0

n n

n n

n n

y a x x a x
 

 

 

    

 حيث:
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0 0

2 2 2 2 2

2 3

0 0 0
1 2 32 2 2 2 2 2

1

1 0 2
0

2 2

1 .2 .3 ... ( !)

2 2 2
, , ,...

1 1 .2 1 .2 .3

1

( !)

n n

n

n n

n

a a
a

n n

a a a
a a a

x
y a x

n






 

   

  

 

 ويكون الحل الثانف

                                                 
2 1

1

1

1

1 1

( , )

ln nn

n

y y x

a
y x x















 

 
   


 




  

 نعلم أن

0

2

0

2
( )

[( 2)( 3)...( 1)]

ln ( ) ln 2 ln 2[ln( 2) ln( 3) ... ln( 1)]

n

n

n

a
a

n

a n a n


  

   


   

          

 

 بالنسبة لأ 
ً
 يكون   وبالتفاضل جزئيا

2
1

1

2 1 2
1

1 1 1
2 ( )[ .... ]

2 3 1

2 1 1
2 [1 ... ]

( !) 2

2
ln

( !)

1 1
1 ...

2

n
n

n

n

n n

n

n

n

a
a

n

da

d n n

x
y y x H

n

H
n




   

 






    

    

     

  

   



 

 ويكون الحل العام هو

1 1 2 2 , 0y c y c y x   

 الحالة الثالثة: جذرا معادلة الأسس مختلفان والفرق بينهما عدد صحي :
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 إذا كان أحد جذري معادلة الأسس يؤدي إلى معاملات غير محددةأ(  

 حل معادلة لجندر التفاضلية من الرتبة الميمية الآتية (:6مثال )

2(1 ) 2 ( 1) 0x y xy m m y     : 

 ثابت حقيقف.   mبالقرب من نقطة الأصل حيث 

 الحلــــــ:

نفرض أن الحل على الصورة          
0

n

n

n

y a x 






  

,وبالتعويض عن   ,y y y  في معادلة لجندر التفاضلية 

2

0 0 0 0

( )( 1) ( )( 1) 2 ( ) ( 1) 0n n n n

n n n n

n n n n

a n n x a n n x a n x m m a x       
   

    

   

              

2

0 0

( )( 1) ( 1)( ) 0n n

n n

n n

a n n x a n m n m x    
 

  

 

            

بمساواة معامل أصغر قوة 
2( )x  

 بالصفر 

0 1 2( 1) 0 0, 1a       

بمساواة معامل القوة التالية  
1( )x  

 بالصفر يكون  

1 ( 1) 0a    

0كمية غير محدودة عندما   1aإذن   

 بمساواة معامل الحد العام بالصفر نحصل على
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2

2

( 2)( 1) ( 1)( ) 0

( 1)( )

( 2)( 1)

n n

n n

a n n a n m n m

n m n m
a a

n n

   

 

 





          

    
 

   

 

0الحل المناظر لأ    هو حل مباشر 

2

( 2)( 1)

( 3)( 2)
n n

n m n m
a a

n n


   
 

 
 

 فيكون 

2 0 4 2

4 0

1 3 5 9

( 2)(1 ) (4 )(3 )
,

(3)(2) (5)(4)

(3 )(4 )(1 )(2 )

5!

... 0

m m m m
a a a a

m m m m
a a

a a a a

   
 

   
 

    

 

0ويكون الحل المناظر للجذر     هو 

2 4

0

3 5

0

(1 )(2 ) (2 )(1 )(3 )(4 )
[1 ...]

3! 5!

( 1)(2 ) ( 1)( 3)( 2)( 4)
[ ...]

3! 5!

m m m m m m
y a x x x

m m m m m m
a x x x

     
   

     
   

 

0عندما    فإن 

2

2 0 4 2 0

6 4 0

3 1 5 3

( 1)( )

( 2)( 1)

( 1) (2 )(3 ) ( 2)( 1)( 3)
,

2! 4(3) 4!

(4 )(5 ) ( 2)( 1)( 3)( 4)( 5)
, ,...

6(5) 6!

(1 )(2 ) (3 )(4 ) ( 1)( 2)( 3)(
,

3! 5(4)

n n

n m n m
a a

n n

m m m m m m m m
a a a a a

m m m m m m m m
a a a

m m m m m m m m
a a a a



  
 

 

     
     

      
   

       
   1

4)
,...

5!
a

 

0ويكون الحل المناظر لأ    هو 
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0 0

2 4

0

3 5

1

( 1) ( 2)( 1)( 3)
1 ...

2! 4!

( 1)( 2) ( 1)( 3)( 2)( 4)
...

3! 5!

n n

n n

n n

y a x a x

m m m m m m
a x x

m m m m m m
a x x x


 



 

 

    
    

 

      
    

 

 

             

0وهذا الحل يمثل الحل العام لأنه يحتوي على ثابتين اختياريين  1,a a  وقد حصلنا عليه فقط

0 بقيمة  .التي تؤدي إلى معاملات غير محددة 

0هو المتسلسلة التي حصلنا عليها عندما   1aونلاحظ أن معامل   

 ب( إذا كان جذري معادلة الأسس يؤدي إلى معاملات لانهائية:

 لمعادلة بسل التفاضلية:اوجد الحل العام  (:7مثال )

          
2 2( 1) 0x y xy x y          بالقرب منx = 0   

 الحلــــــ:

                               نقطة شاذة منتظمة لأن    x = 0النقطة 

2 2 2

0 0 2

1
( ) . 1 , ( ) 1x x x x x x x

x
           

 نفرض أن الحل على الصورة         

0

0

, 0n

n

n

y a x a






  

 ومشتقاتها في المعادلة التفاضلية نجد أن   yوبالتعويض عن 
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2

0 0

2

0 0

[( )( 1) ( ) 1] 0

( 1)( 1) 0

n n

n n

n n

n n

n n

n n

a n n n x a x

a n n x a x

 

 

  

 

 
  

 

 
  

 

       

      

 

 

 

)بمساواة معامل أصغر قوة  )x 
 بالصفر يكون  

0 1 2( 1)( 1) 0, 1, 1a          

بمساواة معامل القوة التالية 
1( )x  

 بالصفر 

1 1( 2) 0 0a a      

 بمساواة معامل الحد العام بالصفر

2

2

0
2

02
4 2

1 3 5

( 1)( 1)

( 1)( 3)

,
( 1)( 3)

, ...,
( 3)( 5) ( 1)( 3) ( 5)

... 0

n n

n
n

a n n a

a
a

n n

a
a

n n

aa
a

n n n n n

a a a

 

 





      

  
   

  
 

  
    

   

 

1عندما    1نحصل على الحل الأولy في الصورة 

1 2 4

1 0 2
0

1 1
[1 ...]

2(4) 2(4) 6

n

n

n

y a x a x x x






     

0نجد أنه إذا وضعنا   2y لإيجاد الحل الثانف   2 في 4, ,...a a  تصب  و فإن المقامات تنعدم

 بةن 
ً
1الحدود لانهائية علما 0a  ويمكن إيجاد الحل بالطريقة التالية: 
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 نعلم أن  

         2 4

0 2

1 1
...

( 1)( 3) ( 1)( 3) ( 5)
y a x x x  

    

  
    

     
  

)يمكن التخلص من صعوبة وجود في  1)  0المقام بكتابة  ب ( 1), 0a k k   

 ونحصل على

2 4

2

1 1
[( 1) ...] (1)

( 3) ( 3) ( 5)
y k x x x 

  
    

  
 

 وبالتعويض عن هذه القيمة في المعادلة التفاضلية السابقة
2 2 2( 1) ( 1) ( 1)x y xy x y k x         

 لأن  
ً
ونظرا

2

1[ ( 1) ( 1) ]k x 

 





 


 تساوي صفر فإنه ينتا كما في الحالة الثانية 

أي أن  
1( , )y x 







 آخر للمعادلة التفاضلية المعطاه. 

ً
 يكون حلا

 نفرض أن 

1 1
1 2

2 22

2

2

1 1 1
, ,

3 ( 3) 4

1
ln 2ln( 3) ln( 5)

( 3) ( 5)

1 2 1

3 5

b b
b

b b

b

b

   

 
 

  

  
    

   

      
 

 
  

  

 

2

1

1 2 4 1 2 4

2
1

3 5
1 3

2
1 4

1

1 1 5
( 1 ) ,...

16 4 64

1 1 1 5
... ln 1 ...

2 16 4 64

5
(ln ) ... ...

2 8 192 4 64

5
ln 1 ...

4 64

b

y
y k x x x x k x x x

k x x x
x x k x x

x
y x k x x











 







 
   



    
               

   
           

  

 
      

 
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1ويكون الحل العام هو   1 2 2y c y c y    

2نلاحظ أن الحل الثانف   1

0

ln nn

n

a
y y x x 









 


   0عندما   

 تمارين: -5/3

صورة متسلسلة لانهائية بالقرب من( اوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية الآتية فى 1)

  

2

2

2

2

2

2

(1) 2 (3 2 ) 4 0

(2)3 2 0

(3)2( ) '' (1 9 ) ' 3 0

(4) (1 ) '' 5 ' 3 0

d y dy
x x y

dx dx

d y dy
y y

dx dx

x x y x y y

x y xy y

   

  

    

   

 

(0) , '(0)y a y b  

 

 إذا كان

(0) '(0) '''(0) 0, ''''(0) 1y y y y    

2

2 3 2

2

2

(6) '' ' ( 1) 0

(7) (1 ) '' 3 ' 0

(8) ( ) '' 3 ' 2 0

(9) '' ' 0

(10) (2 ) '' ' (1 ) 0

xy xy x y

x x y xy

x x x y x y y

y x y

x y xy x y

   

  

    

 

    

 

 

 

0x 

   4
5 1y y 
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 ( باستخدام طريقة  تايلور اوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية الآتية:2) 

 

2

2

1 2

1 2

2 2

1 2

1) , (0) 1

2) 4 0, (0) , (0)

3) 2( 1) 2 0, (1) , (1)

4) 0, (0) 1, (0) 1
1 1

5) 1 , (0) , (0)

6) 2 2 0, (0) 1, (0) 0

y y x y

y x y xy y y c y c

y x y y y c y c

y x
y y y y

x x

y x y x x y c y c

y xy y y y

   

        

       


     

 

      

      

   

 x=0( باستخدام طريقة فروبينيوس اوجد الحل العام للمعادلات الآتية بالقرب من 3) 

2 2

2

2 2

2 2

2 2

2

1) 2 (1 ) 0

2) 4 4 0

3) 2 (2 1) 3 0

1
4) 0

4

1
5) 0

9

6) ( 4) 0

7) 0

8) ( 1) 2 0

3
9) (1 ) 2 0

4

x y xy x y

x y xy y

xy x y y

x y xy x y

x y xy x y

x y xy x y

xy y y

xy x y y

x y xy y

    

   

    

 
     

 

 
     

 

    

   

    

    
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 الفصل السادس

 تحويلات لابلاس

 

                               Laplace Tranformations  
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 تعريف تحويل لابلاس: 

) يعرف تحويل لابلاس للدالة     )f t :على النحو التالى  

{ ( )} ( ) ( ) (1)stf t F s e f t dt




     

( وعادة ما 1ويقال أن التحويل موجود أو غير موجود وفقا لتقارب أو تباعد التكامل  فى )

s ( موجودا عندما1بحيث يكون التكامل  فى ) os يوجد عدد حقيقى s 

0s ولا يوجد لقيم    s 0 يطلق على قيمs s ( 1التي  يوجد عندها التكامل ) بف رة

}تقارب أو وجود  المقدار ( )}f t 

ما هو إلا مؤشر   ( بمؤشر تحويل لابلاس ويمكننا أن نبين أن1فى ) يسمى الرمز

 خطى أى أن

2 2 2 2{ ( ) ( )} { ( )} { ( )}c F t c F t c F t c F t     

 -تحويلات لابلاس لبعض الدول الأولية: 

2 2 2

2 2 3

(1) { } , 0

2 2 2 2
0 0 (2)

st
st st

st st
st

e n
t t e dt t e tdt s

s s

e e
t e dt

s s s s s s

 

 

 
 

  


 
    

 

   
         

   

 



 

1

1

!
(2) { } (3)

st
n n st n st n

n

e n n
t t e dt t e t dt

s s s
 

 
  



 
    

 
 

 هو الجزء الحقيقف للدالة Rحيث 

( )(3) {cos } (4)st iat s ia tt R e e dt R e dt
 


 

    
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( )

2 2 2 2

0

1
(4) , 0(5)

( ) ( )

s ia te s ia s
R R R s

s ia s ia s a s a


      

        
       

( )

2 2 2 2

(5) {sin } Im Im

Im , 0 (6)

st iat s ia tat e e dt e dt

s ia a
s

s a s a

 

 

    

 
   

  

 

2 2

1 1 1 1
(6) {sinh } { } (7)

2 2

at at a
at e e

s a s a s a

  
     

   
 

cosh}هكذا وبنفس الطريقة يمكن ايجاد }at  

2 2

1 1 1 1
(6) {cos } { } (8)

2 2

t at s
h t e e

s a s a s a

   
     

    

 (:1نظرية )

} بفرض أن  ( )} ( )F t f s فإن { ( )} ( )ate F t f s a  

 البرهان:

{ ( )} ( )stF t e F t dt




   

( ){ ( )} ( ) ( ) ,at st at s a te F t e e F t dt e F t dt s a
 

 

          

  وعليه فإن  s+a بأ   sمع استبدال  f (s (وهذه النتيجة هى نفس

{ ( )} ( ) { ( )} ( )atF t f s e F t f s a    

 : 2نظرية 

                             بفرض أن

{ ( )} ( )

{ ( )} { ( )}

F t f s

d
t F t f s

ds



 
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 البرهان: 

   
0 0

{ ( )} ( ) ( )

{ ( )} ( ) ( )

lim ( ) lim ( )

st

st st

sM sm

M m

F t f s e F t dt

d d
f s e F t dt e F t dt

ds ds s

M m
e F M e F m

s s







 

 

 

 

 


   



 
 

 



  

( ) ( ) { ( )}

{ ( )} { ( )}

st stte F t dt e tF t dt tF t

d
tF t f s

ds

 

 

      

  

 
 

 وبنفس الطريقة نحصل على 

2

2
2

2

{ ( )} { [ ( )]} { ( )}

{ ( )} ( )

d d
t F t t tF t f s

ds ds

d
t F t f s

ds

 
    

 

 

 

 وبتكرار نفس الطريقة يمكن باستخدام مبدأ الاستنتاج الرياض ى اثبات أن 

{ ( )} ( 1) { ( )}
n

n n

n

d
t F t f s

ds
 

 

 :3نظرية 
} بفرض أن  ( )} ( )F t f s فإن  

( )
( )

s

F t
f s ds

t


 

 
 

 

 شريطة أن النهاية
0

( )
lim
t

F t

t
  تكون موجودة 

 البرهان:
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0

( ) ( )

( )
( )

st

s s

st
st

s

f s ds e F t dt ds

e F t
e F t ds dt dt

t



 

  



   


  
  

  

 
   

 

  

  

 

( )
(0) [ ]

( ) ( )
{ }

st

st

e F t
dt

t

F t F t
e dt

t t





 





 
  

 







 

( )
( )

s

F t
f s ds

t


 

  
 

 

   اوجد (:1مثال)
2{ }tt e 

 

 الحلــــــ:

2 2

3 3

2! 2
{ } { }

( 1)

tt t e
s s

  
  

 اثبت أن (:2مثال)

2

2

(1) {cos 3 }
9

15
(2) {3sin 5 }

25

s
t

s

t
s







 

3

2

2

2
(3) { sin 2 }

( 3) 4

1
(4) { cos 4 }

( 1) 16

t

t

e t
s

s
e h t

s






 




 
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2 2

3 2

3

3
(5) {cos3 sin3 } 2.

9 9

1 2
(6) { (1 )}

3 ( 3)

t

s
t t

s s

e t
s s



  
 

  
 

 

 لابلاس: تحويلات جدول  -6/1

{ ( )} ( )L F t f s F(t) 

2

1

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2 2

1

2 2

2 2

2 2

1
( )

1

!

( )

( )

( ),

( )

22
( )

( )

( )

( 1)

( )

0

!
( )

{( ) }

( )

{( ) }

( )

{( ) }

2

,

, 0

, 0

,

( )

{ ( )}

( ) , lim

n

n n

n

n

a
s

s a

s

n
s

a
s a

s
s a

s s a

s
s a

as
s a

s a

s a

d

ds

F t
t

t
s

n
s a

a
s a a

s a

s a a

s a

s a b

b

s a

s

s

s a

f s a

f s

f s ds exists














 

















 



 



 













2 2 2
( )

{( ) }

s a

s a b



 

 

( )

, 1, 2,3,.....

sin

cos

sin

cos

sin

cos

( )

( )

sin

cos

cos

sin

at

n

at

n

F t
t

at n

at

at

at

at

a

e

t

t n

at

at

h at

h at

t at

t at

e F t

t F t

e t

e at

e at

e bt

e t bt












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 :التالية اوجد تحويلات لابلاس (:3مثال)

( ) { sin3 }, ( ) { cos }i t t ii t at 

 الحلــــــ:

2

2 2 2

2
( ) {sin 2 }

4

2 4
{ sin 2 }

4 ( 4)

i t
s

d s
t t

ds s s

 
  

 

 
   

  

 

2 2

2 2

2 2 2 2 2

( ) {cos }

{ cos }
( )

s
ii at

s a

d s s a
t at

ds s a s a




 
   

  

 

 بالمثل يمكن إثبات أن

2 2
2

2 2 3

2 ( 3 )
{ cos }

( )

s s a
t at

s a





 

          اوجد (:4مثال)
sin t

t

 
 
 

 

 الحلــــــ:

2 0

1 sin
{sin } , lim 1

1 t

t
t

s t
 


 

 لنظرية )
ً
 ( يكون لدينا 3طبقا

1

2

1
2

sin 1
[tan ]

1

tan

s

s

t
ds s

t s

s



 



 
  

 

 


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 كذلك 

cos2 cos3t t

t

 
 
 

 

  2 2

0 0

cos2 cos3 ,
1 9

cos2 cos3 2sin 2 3sin3
lim lim 0

1t t

s s
t t

s s

t t t t

t 

  
 

     
    

   

 

 )وذلك باستخدام قاعدة لوبتيال(

0

( )
lim
t

F t
exists

t
 

2 2

2
2 2

2

cos2 cos3

4 9

1 1 1 4
( 4) ( 9)

2 2 2 9s s

t t s s
ds

t s s

s
n s n s n

s







   
     

    

  
       

   


 

2 2

2 2

1 4 1 4 1
lim lim 1 0

2 9 2 9 2s s

s s
s n n n

s s 

 
   

 
 

1
22 2

2 2

cos2 cos3 1 4 9

2 9 4

t t s s
n n

t s s

      
        

      
 

          اوجد (:5مثال)
1 cos h t

t

 
 
 

 

 الحلــــــ:

0 0

1 cos sin h
lim lim 0

1t t

h t t

t 


   

 )باستخدام قاعدة لوبتيال( 
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2 2 2

2

1 1
{1 cos }

1

1 cos 1

1
s

s s
h t

s s s s h

h t s
ds

t s s



    
 

   
     

   


 

2

2 2

2 2

1
( 1)

2

1 1
( ) 0

2 1 2 1

s

s

ns n s

s s
n n

s s





 
   
 

   
     

    

 

1
2

1
2 22

2 2

1

1

s s
n n

s s

 
    

     
    

 

 

2

2
1 0

1

s
s n n

s

 
   

 
 

                  اوجد (:6مثال)
2 1te

t

 
 
 

 

 الحلــــــ:

2
2

0 0

2

1
lim lim 2 2,

1 1
{ 1} , 2

2

t
t

t t

t

e
e

t

e s
s s

 


 

   


 

  

2 1 1 1

2

2
ln ( 2) ln ln

2
0 ln ln

2

t

s

s
s

e
ds

t s s

s
s s

s

s s

s s






   
     

  

  
      

  

   
     

   



                    



 

  202 

 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 تحويلات لابلاس العكسية:  -6/2 

} إذا كانت ( )} ( )F t f s فإن ( )F t تسمى تحويل لابلاس العكس ى للدالة 

( )f s  وتكتب  

1{ ( )} ( ) ( )stf s F t e f s ds




     

2      إذا كان(: 7مثال)

1
{ }t

s
  فإن 

1

2

1
t

s

  
 

 
 

                إذا كان اثبت أنه (:8مثال)
1

{ } ,ate s a
s a

 
   

 

1                               فإن 1 ate
s a

  
 

          

 )يترك الحل للقاريء(

 لابلاس العكس ي لكل من الدوال الآتية:اوجد تحويل (: 9مثال)

2 2 2

3 1
( ) ( ) ( )

9 ( 3) 9 2 3

s s
i ii iii

s s s s



            
 

4 2 1

2 6 3! 5 !
( ) ( ) ( )

( 2)( 4) ( 9) n

s n
iv v vi

s s s s s 



         
    

 الحلــــــ:

1

2

1 3

2

( ) cosh3
9

3
( ) cosh3

( 3) 9

t

s
i t

s

s
ii e t

s



 

 
 

 

 
 

  
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 باستخدام الكسور الجزئية نحصل على

1 1

2

1 1 3

1 1
1 4 4( )

( 2 3 1 3

1 1
1 14 4

1 3 4 4

t t

iii
s s s s

e e
s s

 

  

 
  

    
      

 

 
 

     
  

 

 

  1 2 6
( )

( 2)( 4)

s
iv

s s

  
 

       
    

 باستخدام الكسور الجزئية نحصل على

1 1

1 1 2 4

2 6 1 1

( 2)( 4) 2 4

1 1

2 4

t t

s

s s s s

e e
s s

 

 

   
    

     

   
      

    

 

3

1

1 1 1

4 2 2

1 !

3! 3!
( ) cos3

9 4 9

( ) { }n

t

nn
s

s s
v e t

s s s s

vi t

  



     
         

      



 

 تحويلات لابلاس للمشتقات: -6/3

 التفاضلية.سوف نجد أن تحويلات لابلاس تساعد فى إيجاد وسائل مفيدة لحل المعادلات 

ولهذا السبب يكون من اللازم لنا أن نوجد تحويلات لابلاس للمشتقات. لذلك نعتبر النظريات 

 التالية:

) بفرض أن (:1نظرية ) )F t هى المشتقة الأولى للدالة( )F t يكون لدينا  

{ ( )} { ( )} (0) ( ) (0)F t s F t F sf s F     

 البرهان:
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{ ( )} ( )stF t e F t dt




   

  وضع بإجراء التكامل بالتجزئ و 

( ) , stdv F t dt u e   

  نحصل على

0

0

{ ( )} { ( )} ( )

( ) 0

st st

st

F t e F t s F t e dt

t e F t



  



  

  


 

{ ( )} (0) { ( )}

( ) (0) { ( )} (0)

F t F s F t

sf s F s F t F

   

      
 

 وهو المطلوب.

 النظرية السابقة كما يلى:ويمكن تعميم 

) بفرض أن(: 2نظرية ) ) ( )nF t هى المشتقة النونية للدالة 
'( )F t كون لديناي  

( ) 1 2 ( 1){ ( )} ( ) (0) (0)... (0)n n n n nF t s F s s F s F F      

 البرهان:

 يمكن البرهان باستخدام الاستنتاج الرياض ي كما فى النظرية السابقة. 

 والآن نفرض أن  

2 1 0

( )

3

(0) , (0) , (0) , ( ),

(0) ..., (0)n

n

F x F x F x x F t

F x F x

    

 
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 أى أن

2 3

1 2 32 3

0 0 0 0

, , ,...,
n

nn

t t t t

dx d x d x d x
x x x x

dt dt dt dt   

     

 نفرض أ ن
ً
}            أيضا } { ( )} ( )x x F t f s    

   
{ }

{ }

x x

x s x x 

 

 
                                         

 

2

1

3 2

1 2

{ }

{ }

x s x sx x

x s x s x sx x





  

   
 

 حل المعادلات التفاضلية باستخدام تحويلات لابلاس: -6/4

4 اوجد حل المعادلات التفاضلية: (:10مثال) 8
dx

x
dt

   (0) حيث 2x       

 الحلــــــ:

وبةخذ تحويل لابلاس للطرفين نحصل    x-4x=8 نعيد كتابة المعادلة التفاضلية فى الصورة

 على 

8

{ 4 } {8}

4 (1)s

x x

s x x x

 

   
  

2x فإن  t = 0 وحيث أن   ( نحصل على1وبالتعويض فى العلاقة )  

82 4 ss x x    

 وهذه المعادلة يمكن إعادة كتابتها فى الصورة     



 

  206 

 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 8( 4) 2

8 2
( 4)

ss x

s
s x

s

  


  

 

   نحصل على  x وبحل المعادلة فى     

2 8

4 ( 4)
x

s s s
 

 
 

 باستخدام الكسور الجزئية نحصل على

2 2 2 4 2

4 4 4
x

s s s s s
     

  
 

 وبةخذ تحويل لابلاس العكس ى نحصل على:

1 44 2
4 2

4

tx e
s s

  
    

 
 

 وهو الحل المطلوب 

 اوجد حل المعادلة التفاضلية: (:2مثال)

42 3 tdx
x e

dt
    (0) حيث 5x   

 الحلــــــ:

 يمكن كتابة المعادلة السابقة فى الصورة: 

.
4

.
4

2 3

{2 3 } { }

t

t

x x e

x x e

 

  
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1
2( ) 3 , 5

4

1
2( 5) 3

4

s x x x x
s

s x x
s

    


   


 

1
(2 3) 10

4
s x

s
   


 

10 1

2 3 (2 3)( 4)

10 1 2

2 3 11( 4) 11(2 3)

x
s s s

s s s

   
  

 
  

 

3
21 4

108 1 1 1
( )

11 (2 3) 11 ( 4)

54 1
( )

11 11

t t

s s

x x e e


 
 

   

 

 وهو المطلوب. 

 اوجد حل المعادلة التفاضلية: (:3مثال)

23 tdx
x te

dt
   (0)حيث 0x  

 الحلــــــ:

0 2

2

1
( ) 3

( 2)

1
0 ( 3)

( 2)

s x x x
s

x s x
s



  


    
  

 باستخدام الكسور الجزئية نحصل على 
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2 2

3 2 2 3 2

1 1 1 1

( 3)( 2) ( 3) ( 2) ( 2)

(1 )t t t t t

x
s s s s s

x e e te e t e

   
    

      

 

 المعادلة التفاضلية: اوجد حل (:4مثال)

.

3 2 0, (0) 4, 3x x x x x      

 الحلــــــ:

 نحاول كتابة المعادلة السابقة بدلالة تحويلات لابلاس وذلك باستخدام التعبيرات التالية:

2

1

{ }

{ }

{ }

x x

x s x x

x s x sx x







 

  

 

 :وبذلك فإن المعادلة التفاضلية بعد التةثير على طرفيها بمؤثر لابلاس تةخذ الصورة الآتية

2

0 1

1

( ) 3( ) 2 0 (1)

0 , 4, 3

4 , 3

s x sx x sx x x

At t x x

x x





     

  

  

 

 ( نحصل على 1وبالتعويض فى العلاقة )

2

2

( 4 3) 3( 4) 2 0

( 3 2) 4 9 0

s x s s x x

x s s s

     

     
 

1 2

4 9 5 1

( 1)( 2) 1 2

{ } 5 t t

s
x

s s s s

x x e e


   

   

   

 

 وعلى وجه العموم باستخدام التعبير 
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  1 2

1 1{ } ...
n n n n

nx s x s x s x x
 

    

n...,1,2,3حيث      يمكن بنفس الطريقة المتبعة فى الأمثلة السابقة حل المعادلات من

 الرتب أعلى من الثانية.

 عامة على تحويلات لابلاس:  أمثلة-6/5

 المعادلة التفاضلية: اوجد حل  (:1مثال)

1
3 4 sin 2 , (0)

3
x x t x  

 

 الحلــــــ:

2

{3 4 } {sin 2 }

2
3{ } 4

4

x x t

s x x x
S

 

  


 

1وبالتعويض عن 
(0)

3
x    نحصل على 

2

2

2
{3 4} 1

4

1 2
(1)

3 4 (3 4)( 4)

s x
s

x
s s s

  


  
  

 

 وبتحليل الكسر الأخير نحصل على 

2 2 2

2 23
4

2 18 / 52 6 / 52 8 / 52

(3 4)( 4) 3 4 4 4

3 1 3 4 1
(2)

26 26 4 26 4

s

s s s s s

s

s s s

  
    

  
  

 

 ( نحصل على1فى العلاقة ) (2)وبالتعويض من العلاقة 

2 24
3

3 1 3 2 2

78 26 4 3 4

S S
x

S S S

 
    

   
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 وبإيجاد تحويل لابلاس العكس ى للطرفين نحصل على 

4
3

35 3 2
cos2 sin 2

78 26 3

t

x e t t
 

   
 

 

 حل المعادلة التفاضلية:  (:2مثال)

36 0, (0) 1, (0) 2x x x x     

 الحلــــــ:

2

1 1

2

36 0, 1, 2

2 36 0

o os x sx x x x x

s x s x

      

    
 

 والتى يمكن كتابتها فى الصورة

2

2

2 2

( 36) 2 0

2

36

2

36 36

1
sin 6 cos6

3

s x s

s
x

s

s

s s

x t t

   


 



 
 

  

 

 اوجد حل المعادلة التفاضلية:  (:3مثال)

.

7 12 2, (0) 1, (0) 5x x x x x      

 الحلــــــ:

2

0 1 0

2

2
7(2 ) 12

2
5 7 7 12

s x sx x s x x x
s

s x s s x x
s

     

      
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 أى أن 

 2 2

2

2 1
( 7 12) 2 2 2

2 2

( 3)( 4) 3 4

s s x s s s
s s

s s A B c
x

s s s s s s

       

 
    

   

 

                                
3 4

1 1 5 1 5 1 1/ 6 5 / 3 5 / 2

6 3 5 3 2 4 3 4

1 5 5
( )

6 3 2

t t

s s s s s

x t e e


        

   

   

 

 حل المعادلة التفاضلية:  اوجد (:4مثال)

     
.

36 8 , (0) 0, (0) 2tx x x e x x     

 الحلــــــ:

.
2 1

( (0) (0)) 6( (0)) 8
3

s x s x x s x x x
s

     


 

 وحيث أن

.

2

2

(0) 0, (0) 2

1
( 2) 6 8

3

1 2 5
( 6 8) 2

3 3

x x

s x s x x
s

s
s s x

s s

 

    



     

 

 

                         

3
4

2 5

( 2)( 3)( 4) 2 3 4

1 1 1

2 2 3 4

s A B c
x

s s s s s s

s s s


    

     

   
  

 

4ومنها نحصل على                        3 23
4

1

2

t t tx e e e   
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 حل المعادلة التفاضلية: اوجد   (:5مثال) 

              
.

6cos 2 , (0) 3, (0) 1x x t x x    

 الحلــــــ:

.
2

2

6
(0) (0)

4

s
s x sx x x

s
   


 

وبالتعويض عن
.

(0) , (0)x x  نحصل على 

2 2( 1) 3 1 6 /( 4)s x s s s      

 ومنها نحصل على 

                

2

2

2 2 2 2

6
( 1) 3 1

4

3 1 6

1 1 ( 1)( 4)

s
s x s

s

s s
x

s s s s

   


   
   

 

2 2 2 2 2 2 2

3 1 2 2 5 1 2

1 1 1 4 1 1 4

5cos sin 2cos2

s s s s s

s s s s s s s

x t t

      
      

   

 

 اوجد حل المعادلة التفاصلية:                (:6مثال)

.

4 4 sin 3 , (0) 0, (0) 4x x x t x x      

 الحلــــــ:

2

1 2

3
( ) 4( ) 4

9
o os x sx x s x x x

s
     


 

وبالتعويض عن 
.

(0), (0)x x والتبسيط نحصل على ox فى الصورة 
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    2 2 2

4 3

( 2) ( 2) ( 9)
x

s s s
 

                              
 

2 2 2

2 2

55 1 3 4 12 5 1
. .

13 ( 2) 169 2 169 9 169 9

55 3 5
4 4cos 3 sin3

13 169 3

t t

s

s s s s

x te e t t

   
   

 
     

 

             

 اوجد حل المعادلة التفاضلية:          (:7مثال)
.

23 2 4 , (0) 0, (0) 0x x x t x x      

 الحلــــــ:

2

1 3

8
3( ) 2s x sx x sx x x

s
        

1 وبالتعويض عن 0x x   والتبسيط نحصل على 

3

8

( 1)( 2)
x

s s s


 
 

 وباستخدام الكسور الجزئية نحصل على 

3 2

4 6 7 1 8

2 1
x

s s s s s
    

 
 

 وباستخدام تحويل لابلاس العكس ى نحصل على 

2 22 6 7 8t tx t t e e       

 اوجد حل المعادلة التفاضلية: (:8مثال)
. ..

4, (0) (0) 0, (0) 3x x x x x x x        

 الحلــــــ:
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 باستخدام تحويل لابلاس نحصل على  

3 2 4

4
2 2 2

( 1) 3 (3 4) /

3 4 1 1 7 1
. . .

( 1)( 1) 2 1 2 1 2 1

s

s

s s s x s s

s s s
x

s s s s s s

      


     

    

 

 فى الصورة  xومنها نحصل بسهولة باستخدام تحويل لابلاس العكس ى على 

7
2 2

1
4 cos sin

2

tex t t


     

 حل المعادلة التفاضلية:     (:9مثال)

. ..

2 2 2 , (0) 0, (0) 1, (0) 0x x x x t x x x        

 الحلــــــ:

2

.
3 2 2

1 2

2 1

(0) 2( (0) (0))

(0) 2 s s

s x s x sx x s x sx x

s x x x

      

    

 

 وباستخدام الشروط الإبتدائية نحصل بعد التبسيط على

   

3 3

2

2

2

2 1
( 2 2) 2

2 1
( 2)( 1) 2

s
s s s x s

s

s
s s x s

s


     


     

                      

 

2 2

2 2 1

( 2)( 1) ( 2)( 1)

s s
x

s s s s s

 
 

                     
 

2 2

2 2

1 1 2 1

1 ( 1)( 1)( 2)

1 1 1 5 1 3 1 1 1 5 1
. . . . .

1 2 4 2 1 6 1 12 1

s

s s s s s s

s s s s s s

 
   

    

     
   

25
2 6 12

5
sin 3

2 4

t t te e
t

x ht e


       
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وحيث أن  
1

sin
2

t tht e e  فإن النتيجة السابقة يمكن كتابتها فى الصورة 

25
4 2

2 5

3 12

t t ttx e e e      

 اوجد حل نظام المعادلات التفاضلية الآتية:      (:10مثال)

2

2 0,
, (0) 2, (0) 0

4 2 t

x y x
x y

x y x e 

   
 

   
 

باستخدام تحويل لابلاس والرموز    ,y y x x  نحصل على 

2 0,

1
4( ) 2

2

o o

o o

sx x sy y x

sx x sy y x
s

    

    


 

 الإبتدائية والتبسيط نحصل على وباستخدام  الشروط 

( 2) 2,

1
( 2) 4 2

2

s x sy

s x sy
s

  

   


 

 نحصل على                                
ً
 وبحل المعادلتين  معا

  
6 1

3 10 2 3 10

9 1 1 1
. .

104 4 2

3

x
s s s

s
s

 
  

 




 

 فى الصورة  xوبإستخدام  تحويل لابلاس العكس ى نحصل على

10

23
9 1

4 4

t
tx e e



   
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 ويمكن  الحصول عليها بإجراء خطوات  مماثلة كما يلى   yويبقى الحصول على 

10
3

9 3

(3 10) ( )
y

s s s s
 

 
 

 وبإستخدام الكسور الجزئية نحصل على 

 

 
10

3

10
3

9 1 9 1
. .

10 10

9
1

10

t

y
s s

y e


 


  

 

 معا نحصل على الحل المطلوب فى الصورةويجمع الحلين 

   
10

3 310 2 .1 9
, 1

4 10

t ttx ye e y e
      

 

 نظام المعادلات التفاضلية الآتية:       اوجد حل  (:11) مثال

2 5 t

3 2 , (0) (0) 0t

x x y y sin

x x y y e x y

   

     
 

 الحلــــــ:

 باستخدام  تحويل لابلاس نحصل على

 

   

2

5
2 (0) (0) ,

1

1
3 (0) 2 (0)

1

sx x x sy y y
s

sx x x sy y y
s

     


     


 

 وباستخدام الشروط الابتدائية نحصل على 
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   

   

.

2

5
2 1 1 ,

1

1
3 1 2 1

1

s x s y
s

s x s y
s

   


   


 

 فى 
ً
x,وبحل المعادلتين معا y نحصل على 

 

     2

2 1 1

1 22 1

s s s
x

s s ss s s

 
 

    

 وباستخدام الكسور الجزئية نحصل على 

2

2

1 2 3 5

2 1 1

2 3 5 sint t

x
s s s s

x e e t

   
  

    

 

 الصورة فى  yبالمثل يمكن ايجاد

  

 

  2

5 3 12 1

1 2 2 1

ss
y

s s s s s s


 

   
 

 وبإستخدام الكسور الجزئية نحصل على

2 2

2

3 1 1 5 5

1 2 1 1

3 5cos 5sint t

s
y

s s s s s

y e e t t

     
   

      

 

 الحل الكامل للمسةلة هو  

2

2

2 3 5sin

5cos 5sin 3

t t

t t

x e e t

y t t e e

   

     
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 تية:لحل العام للمعادلة التفاضلية الآاوجد ا (:12مثال) 

.

2 0

2 0

x y x

y x y

  

  
 

 الحلــــــ:

 بإستخدام تحويل لابلاس نحصل على

(0) 2 0

(0) 2 0

sx x y x

sy y x y

   

   
 

(0)وبوضع  , (0)y B x A   نحصل على 

 

 

1 2

2 1

s x y A

x s y B

  

  
 

 فى الصورة xومنها نحصل على

1

2 1 3

A B A B
x

s s

  
  

  
 

,ويوضع  
2 2

A B A B
Q

 
     نحصل على 

1 3

p Q
x

s s
 

 
 

 وحيث أن

3

33 (1)

t t

t t

x pe Qe

x pe Qe





  

  
 

 2 0 2x y x  

x,بالتعويض عن  x   فى العلاقة 2  يمكن الحصول علىy فى الصورة 
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3t ty pe Q e  

 الحل المطلوب هو 

3 3,t t t tx pe Q e y pe Q e     

 : ةالآتي لنظام المعادلاتاوجد الحل العام  (:13مثال)

. .. .

3 2 0

3 5 0 ; (0) 0, (0) (0) 1, (0) 3

x x y

x y x y x x x y

  

       
 

 الحلــــــ:

2

1

2 2

1 1

3 2 0

3 5 0

o

o o

s x sx x x y

s x sx x s y sy y x y

    

       
 

 وباستخدام الشروط الإبتدائية والتبسيط نحصل على 

 

   

2

2 2

3 2 1

3 5 4

s x y

s x s y

  

   
 

 فى الصورة xومنها نحصل على

  

 

2

2 22 2

3
2

13 3 1 1 1
. .

2 1 2 91

1
sin sin3 1

6

s
x

s ss s y

x t t


  

  

  

 

 

3
2

3 3
2 2

1
cos cos3 ; 2

2

sin sin3 3

x t t

x t t

  

  
 



 

  220 

 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

بالتعويض من     1 , 3فى العلاقة  3 2 0x x y     نحصل بعد الاختصار علىy  

3فى الصورة        
2

1
sin sin3

2
y t t      

 تطبيقات على تحويلات لابلاس:  -6/6

(i)  :دالة جاما 

)يرمز لها بالرمز   )x وتعرف بةنها 

(1)                                                                           1

0

t xx e t dt



   

 وباستخدام التعريف السابق نحصل على النتائا الآتية:                          

   (1) (1) 1  

 ( نحصل على1من التعريف )


0 0

(1)

1 1

b

t t

b

b

b

e dt lim e dt

lim e



 








  



   

 
 

(2) ( 1) ( ) , 0x x x x   

 البرهان:

    
0 0

( 1)

b

t x t x

b
x e t dt lim e t dt



 


    

                    
 

  1

0

0

0 ( ) ( )
bt x t x

b
lim e t dt x e t dt x x x x



  


       

 عدد صحي  غير سالب فإن  xوبناء على النتيجة السابقة إذا كان 
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2 2 1

0

(3) ( 1) !

(4) ( ) 2 t x

x x

x e t dt



 

 

 
 

 :البرهان

 على                                                فى تعريف دالة جاما نحصل   2t = uباستخدام التعويض 

 
2 2 1

0

2 ; 0 0;

( ) 2u x

dt udu t u t u

x e u udu



 

     

  
 

2

2 2 12 1

2 1

0

0

2

( ) ( )
cos sin

2 ( )

yx

t xe t dt

x y
d

x y



  




 








 

 البرهان:

سوف نبرهن هذه النتيجة بإيجاد التكامل الثنائف 
2 2 2 1 2 1t u x y

R

e t u dt du      

 ( الموضح بالشكل وبطريقتين مختلفتين:   t, uهى المربع الأول للمستوى ) Rحيث 

 

 

 

 

                                             

 (1-6شكل )

u 

t 
 

o 
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 :
ً
 يكون لدينا أولا

      

2 2

2 2

2 1 2 1

0 0

2 1 2 1

0 0

1 1
( ). ( )

2 2

t u x y

t u

t x u y

e t u dt du

e t dt e u du x y

 

   

 

 

   

  
   

  

 

 

 

         

والآن بتغيير المتغيرات إلى الإحداثيات القطبية وذلك باستخدام التعويضات 

cos , sint r u r    نحصل على عنصر المساحة فى الصورةrdrd   ويؤول

 التكامل إلى الصورة

2
2

2
2

2 1 2 1 2 1 2 1

0 0

2( ) 1 2 1 2 1

0 0

cos sin

cos sin

r x x y y

r x y x y

e r r rdrd

e r dr d





  

  



    



    

 



 

 

 

2

2 1 2 11
( ) cos sin

2

x yx y d





           

 وبمطابقة النتيجتين نحصل على المطلوب.                                         

1
(6)

2


 
 

 
 

1بوضع 

2
x y  ( نحصل على 5فى ) 

 
22

0

1

1 12
2 2 22 (1)

d



 

 
          

  
 

)وحيث أن )x   1يجب ان تكون موجبة نحصل على

2


 
 

 
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(ii)  :دالة بيتا 

عرف دالة بيتا
ُ
) ت , )m n من التكامل 

(1                                  )

1

1 1

0

( , ) (1 )m nm n x x dx     

.  m, nحيث 
ً
 عددان حقيقيان موجبان حتى يكون التكامل متقاربا

 أمثلة محلولة:  -6/7

 اوجد قيم كل من التكاملات الآتية: (:1مثال)

2
3

2

1
3

1

2

1
1 1

2

3

1

( ) (tan ) ( ) (1 )

1
( ) ( )

1(1 )

ti d ii t e dt

dx x
iii iv dx

xx



 



 


 





 
 
  

 

 

 

 الحلــــــ:

 ((i   حيث أن 
2

2 1 2 1

1 1 1

2 2 2

( ) ( )
cos sin 2 , (1)

2 ( )

tan sin cos

x y x y
d

x y





  

  

 








  

1بوضع   1
2 1 , 2 1

2 2
y x      1أى 3

,
4 4

x y  

 ( الحصول على   1يمكن بسهولة باستخدام العلاقة )

 
2

3
41

32
4

1
( )

1 14
tan ( )

1 3 2 4
2

4 4

d





 

 
 

     
    
 

 
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(ii             لايجاد التكامل )3

2 ( )tt i e dt






   

 نستخدم التكامل بالتجزئ للحصول على 

    3 1
2 2

0
1 2 1

b
t lim t

bt e dt t e




  

    

1 1
2 2

1
2 2 2 ( )

2

2

t tt e dt t e dt
 





 

      



  

iii)                                    )
 

 
3

1
3

1 1

3

3
1

1

dx
x dx

x 



   


  

3x tوبإستخدام التعويض    نحصل على 

   
1 23 3

1
1 13

3 1
1 1

3
x dx t t dt

 



 
    

1 1 2 1 1 2
, ( ) ( )

3 3 3 3 3 3

 

  
 

 

(iv)-    لايجاد التكامل
1

21

1

1

1

x
dx

x


 
 
 

                    نستخدم التعويض 


1

1
2

t x   

 وبذلك يؤول التكامل المطلوب إلى الصورة

   
1

1 2
2

1

3 1
2 2

2
1
21

2

2 1 2 ,

( )
2

1!

t t dt b






 

 


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 اوجد قيمة كل من التكاملات الآتية:  (:2مثال)

31
2

2

0

4

0

(1)

(11) 3

y

z

y e dy

dz













 

 الحلــــــ:

 (i )-  بوضع
3y x  نحصل على 

31 1
2 2 1

2

1 1
( )

3 3 3

y xy e dy x e dx
 


 

     

(ii)-  بوضع
2(4ln3)z x  نحصل على 

2
1

4 2

0 0

1
3

2 4 3 4 3

xdz x e dx 

 

 


  


  

اوجد قيمة التكامل                               (:3مثال )
0

nm axx e dx





 

,حيث   ,m n a ثوابت موجبة 

 الحلــــــ:

باستخدام التعويض 
nax y  فإن 

1

1
( 1) ( 1)

0 0

1 1 1n
m

m ax yn
m m

n n

m
x e dx y e dy

nn a n a

  

 
 

 
   

 
  
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 
عبر عن التكامل   (:4مثال)

2

0

sin d



    بدلالة دالة جاما 

 الحلــــــ:

2بوضع  1 0, 2 1n m       

2

2 1 2 1

0

( ) ( )
sin cos , ,

2 ( )

m n m n
m n

m n



     


 

 نحصل على 

2

1 1

2 2
sin

2
2

2

d












    
    

    
  
  
  


 

 بفرض أن: (:5مثال)

1

1 sin

x
dx

x









 


  

)أثبت أن     ) (1 ) ; 0 1
sin


  


    

 الحلــــــ:

بوضع 
1

x
y

x



نحصل على  

 
11

1(1 ) ( ,1 )
1

( ) (1 )

x
dx y y dy

x


 

 

  

 

 
    



 

  
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اوجد قيمة:                   (:6مثال)
1 4

dy

y




 

 الحلــــــ:

بوضع  
4y x فإن التكامل يؤدى إلى 

3
4

4

1 2

4 1 4sin 4

x
dx

x 


 
 

 
  

1وذلك بوضع

4
  فى المثال السابق 

1بين أن:               (:7مثال)
3

2

3 16
(8 )

9 3
x x dx




  

 الحلــــــ:

بوضع 
3 8x y  يؤدى التكامل إلى 

1 1
3 3

1

2 4
3 3

8 8 2 4
(1 ) ,

3 3 3 3

8 8 1 2
( ) ( )

3 9 3 3

8 8 2 16

9 sin / 3 9 3 9 3

y y dy




  



  
   

 

   
     

   

  



 

 تمارين: -6/8

 لكل من الدوال الآتية: لابلاساوجد تحويل 

2

3 2

(1)cos4 , (2)3 , (3)

(4)3sin5 , (5) (1 ), (6) cosh5

t

t t

t t te

t e t e t
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 2

3 6 3 2

(7)cos5 sin , (8) sin3

(9) cos52 , (10) , (11) sin 6

t

t

t t t te t

t t t e t t


 

4 4 3 2 3(12)2 3 , (13) (2 3 )

sinh 1 cos2
(14) , (15)

t t te e e t t t

t t

t t

   

 

2 4 3

(16)sin cos , (17)cos ( )

(18)cos , (18)cos , (19)sin

kt kt wt

kt t t


 

 

2 2

2 2

(20) sin , (21) cosh 4

(22) sin cos , (23) sin

t

t

e t t

t t te wt




 

2 3 cos cos
(24) , (25)

(26)sin sin 2 sin3 , (27)cos cos2 cos3

t te e at bt

t t

t t t t t t

  

 

 التالية اوجد تحويل لابلاس العكسية لكل من الدوال الآتية: التمارين( فى 28) 

2 2

4 3 2 2 2

2 1 1
( ) , ( ) , ( ) { }

4 8 ( 3)

1 5 2 5
( ) , ( ) , ( )

( 2 ( )

s s s
i ii iii

s s s s s

s
iv v vi

s s s b s





 

 

   



   

 

2

2 2 2

2

2 2

3 1 1
( ) , ( )

( 2)( 3)( 2 5) 1

2 2 10
( ) , ( )

( 3) (5 4)( 2 2)

s s
vii viii

s s s s s s

s s s
ix x

s s s s

  
 

     

  

   

 

2

2 2 2 2

2 2

2 10 1
( ) , ( )

(5 4)( 2 2) ( 1)( 4)

1 2
( ) , ( )

( 1)( 2) ( 3)( 1)

s s
xi xii

s s s s s

s s
xiii xiv

s s s s s

 

    

 

   

 

2 2 2

5 6
( ) , ( )

(5 4)( 2 2) (5 )

s s
xv xvi

s s b



    
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 المعادلات التفاضلية الآتية:( باستخدام تحويلات لابلاس اوجد حل 29)
2( )2 5 (0) 1

1
( )4 3 sin 2 (0)

4

ti x x e x

ii x x t x

  

  
 

.

.
2

( ) 5 6 0 (0) 0, (0) 5

( ) 2 5 (0) 0, (0) 4t

iii x x x x x

iv x x x e x x

    

    

 

.

. ..
2

( ) 4 4 sin3 (0) 0, (0) 4

( ) , (0) 0, (0) 1, (0) 0t

v x x x t x x

vi x x x x e x x x

    

      
 

. ..

. ..

( ) 2 2 2 , (0) 0, (0) 1, (0) 0

( ) 4, (0) 0, (0) 0, (0) 3

vii x x x x t x x x

viii x x x x x x x

       

      
 

 التي تحقق المعادلتين:  y( اوجد قيمة30)

. .

1

5 5 0;

0; (0) (0) 0, (0) 0, (0) 2

y y x

x x y x y x y

  

      
 

 ( اوجد حل كل من النظم الآتية: 31)

  2 , 2

( ) 2 6 3 0 , 3 3 2 0, (0) 3, (0) 1

t ti y x e x y e

ii x x y y y x x y

   

       
                                                                         

 ( اوجد حل نظام للمعادلات الآتية:32)

 2 0, 2 3 0, (0) 0; (0) 0x x y y x y x y                  

 التى تحقق النظام    x ( اوجد قيمة33)

     

2

.

3 2 3 2

2 2 0; (0) (0) 0; (0) 4

tx x x y y e

x x y y x x y

    

      
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 ( إذا كان 34)  

        
. .

5 ; 4 2 2,

(0) (0) 0; (0) 1, (0) 0

x x y t y y x

x x y y

      

   
 

 t بدلالة  yاوجد

 الآتية مستعينا  بالشروط الإبتدائية المعطاة:( اوجد حل أزواج المعادلات 35)

2 1 2
( ) 5 ; 3 ; (0) ; (0)

2 3

t ti x x y e y x y e x y        

. .

) 5 4 3sin 2 ; 5 4 0;

(0) (0) (0) 0, (0) 1

ii x y x t y x y

x y y x

     

   
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 مراجعة بعض قوانين التفاضل والتكامل:  

 هاما في 
ً
نعرض في هذا الجزء القواعد الأساسية فى حساب التفاضل والتكامل لما لها من دورا

 ف.تت التفاضلية العادية وتعرف كالآحل المعادلات التفاضلية في كتاب المعادلا 

: قوانين التكامل: 
ً
 أولا

   
 

 

 

   

     

1

1
1

2

1
3 ln

1
4 sin cos

n

n

ax b ax b

ax b
ax b dx c

a n

e dx e c

dx
ax b c

ax b a

ax b dx ax b c
a



 


  



 

  


    









 

 

   

   

 

     
 

 
 

 
 

1 1

2 22 2

1 1

2 2 2 2

1

2 2

1

'

'

5 sec tan

1
6 sin 7 tan

8 sinh 9 sin

1
10 tan

11 , 1
1

12 ln

n

n

n

xdx x c

dx x dx x
c c

a a x a aa x

dx x dx x
c h c

a aa x x a

dx x
c

a aa x

f x
f x f x dx c n

n

f x
dx f x c

f x

 

 





 

  


   
 

 


        

 





 



 



 

   

       

 

'

13 sec ln sec tan

14

15

f x f x

x dx x x c

e f x dx e c

udv uv vdu

  

 

 




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 ( الدوال المثلثية: 1)

 هي النسب المثلثية للزوايا مقاسه بالتقدير الدائري فالدوال المثلثية هي  

 

 

 ( العلاقات الأساسية للدوال المثلثية:2)

 

 

 

  

 

 

 

 

sin ,cos , tan ,cot ,sec ,cos .x x x x x ecx

 

 

2 2

2 2

1 sin cos 1

2 1 n

x x

ta x sec x

 

 

  2 23 1 cot cosx ec x 

   

   

4 cos cos cos sin sin

5 sin sin cos cos sin

x y x y x y

x y x y x y

  

 

   
 

 

sin sin cos cos sin tan tan
6 tan

cos cos cos sin sin 1 tan tan

x y x y x y x y
x y

x y x y x y x y

 
   

 

 

  2 2 2 2

7 sin 2 2sin cos

8 cos2 cos sin 1 2sin 2cos 1

x x x

x x x x x



     

  2

2 tan
9 tan 2

1 tan

x
x

x




 

 

10 sin sin 2sin cos
2 2

11 sin sin 2cos sin
2 2

x y x y
x y

x y x y
x y

 
 

 
 

   

   

,

,

sin cos
1 tan 2 cot

cos sin

1 1
3 sec 4 cot

cos sin

x x
x x

x x

x ecx
x x

 

 
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 ( الدوال المثلثية الزائدة:3)

 

 

 

 

 ( العلاقات الآساسية للدوال المثلثية الزائدة:4) 

  

 

 

 

 

 

12 cos cos 2cos cos
2 2

13 cos cos 2sin sin
2 2

x y x y
x y

x y x y
x y

 
 

 
 

sinh ,cosh , tanh ,coth ,sec ,cos .x x x x hx echx

   1 sinh , 2 cosh
2 2

x x x xe e e e
x x

  
 

   
sinh cosh 1

3 tanh , 4 coth
cosh sinh tanh

x x

x x

x e e x
x x

x e e x x






   



   , ,

1 2 1
5 sech , 6 cos h

cosh sinhx x
x ec x

x xe e 
  



 

 

2 2

2 2

1 sinh cosh 1

2 tanh sech 1

x x

x x

 

 

  2 23 1 coth cos hx ec x 

   

   

4 cosh cos cosh sinh sinh

5 sinh sinh cosh cosh sinh

x y xh y x y

x y x y x y

  

  

 

 

2 2 2 2

2

8 cosh 2 cos sinh 1 2sinh 2cosh 1

2 tanh
9 tan 2

1 tanh

x hx x x x

x
x

x

     




   
 

 

  2

sinh sinh cosh cosh sinh tan tanh
6 tanh

cosh cos cosh sinh sinh 1 tanh .tanh

7 sinh 2sinh .cosh

x y x y x y x y
x y

x y xh y x y x y

x x x

  
   

  


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: قوانين التفاضل: 
ً
 ثانيا

 تفاضل الدوال المثلثية يعطى بالصورة الآتية:( 1)

 

 

  

 ( تفاضل الدوال المثلثية الزائدة ويعطى بالصورة الآتية:2) 

 

 

 

 ( تفاضل الدوال المثلثية العكسية و يعطى بالصورة الآتية:3)

 

 

 

1 sin cos

2 cos sin

y x y x

y x y x

  

   

 

 

2

2

3 tan sec

4 cot cos

y x y x

y x y x

  

   

 

 

5 sec sec tan

6 cos cos

y x y x x

y ecx y ec x cot x

  

   

 

 

1 sinh cosh

2 cosh sinh

y x y x

y x y x

  
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 

 

2

2

3 tanh sec
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y x y h x
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   

 

 

5 sec sec tanh

6 cos cos coth
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 

 

1

2

1

2

1
1 sin

1

1
2 cos

1

y x y
x
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x




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


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



 

  - 236 - 

 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 

 

 

 ( تفاضل الدوال المثلثية العكسية و يعطى بالصورة الآتية:4) 

 

 

 

 اللوغاتمية والأسية و يعطى بالصورة الآتية: ( تفاضل الدوال5)

 

 

 

 

1

2

1

2

1
3 tan

1

1
4 cot

1

y x y
x

y x y
x




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


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
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1

2

1

2

1
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x
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


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
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
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2

1

2
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
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
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
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2

1

2
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1
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1
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



  



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
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1

2

1

2

1
5 sec

1

1
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1

x

x
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x
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x




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


  



  11 n ny x y nx   

 

 

2

1
3 log

x xy e y e

y x y
x

  
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 ( تكامل الدوال المثلثية يعطى بالصورة:6)

 

 

 

 

 

 

 

2 2

2 2 2 1

29. cos sin 2 cos 2sin

30. sin cos cos

x xdx x x x x x c

x xdx x x n x xdx

   

 



 

1

2 2 2 1

sin cos 1 2

31. cos sin sin

32. sin cos sin cos
m m nm m x x m m n
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x xdx x x n x xdx

x xdx x xdx
 



 

 

 

  

 

 

1. sin cos

2. cos sin

xdx x c

xdx x c

  

 





3. tan log cos

4. cot log sin

xdx x c

xdx x c

  

 





5. sec log sec tan

6. csc log csc tan cot

xdx x x c

xdx x x c

  

   





2

2

7. sec tan

8. csc cot

xdx x c
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 

 





9. sec tan sec

10. sec cot csc

x xdx x c
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 

  





2

2

1 1
11. sin sin 2

2 4

1 1
12. cos sin 2

2 4

xdx x x c

xdx x x c

  

  





213. tan tanxdx x x c  
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 ( تكاملات الدوال المثلثية العكسية:7) 

3

4 3

1 1
14. sec sec tan log sec tan

2 2

1 3 3
15. sin sin cos sin cos

4 8 8

xdx x x x x c

xdx x x x x x c

   

    





4 3

4 1 2

1 3 3
16. cos cos sin cos sin

4 8 8

1 1
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n n

 

   


  


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1 11 1
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n n
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  
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1
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 
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 


  
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 
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 
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 

 
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  

 
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 
 

 
 
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1 1
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ax bx dx a b x a b x c
a b a b
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     
 
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 





 
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 
 

1 1
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 ( تكامل الدوال اللوغارتمية والأسية يعطى بالصورة الآتية:8)

 

 

 

 

 

2

2

33. arcsin csin 1

34. arccos cos 1

xdx x ar x x c

xdx x arc x x c

   
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



 

 
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1
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2

1
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
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 
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 ( صيغ تكاملات الدوال المثلثية الزائدية:9) 

 

 

 

 

 

    

 

 

 

 
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1 1
48. log log
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56. csch log tanh

scc xdx x c

xdx x c

 

 





2

2

57. s c tanh

58. s c cosh
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 يعطى بالصورة الآتية:10) 
ً
 ( تكامل الدوال المثلثية العكسية أيضا

 

 

 

 ( تكامل الدوال المثلثية الذائدة العكسية أيضا يعطى بالصورة:11)

 

 

 :( صيغ تكاملات تحتوي على   12)

 

 

   1 1
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1 1
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dx x dx x
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 
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 عربى( - أهم المصطلحات )إنجليزي 

 A  

                 Adjoin موافق

                         Application تطبيق

 Arbitrary أختياري 

 Auxilliary aquation معادلة مساعدة
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 Capacity سعة المكثف

 Coefficient معامل

 Complementary function دالة مكملة

 Complex exponents أسس مركبة

 Condenser مكثف

 Constant ثابت

 Continuous function دالة متصلة

 Convergenece تقارب

 Critically damped حركة متخامدة تخامدا حرجا
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  Damped force قوة متخامدة
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 Derivative مشتقة

  Differential equation معادلة تفاضلية

  Differential operator مؤثر تفاضلي
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 Elementary أولى
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 Homogeneous equation معادلة متجانسة
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 Initial value قيمة ابتدائية

 Inspection تخمين

  Integrating factor عامل مكاملة
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  Jump discontintuity انفصال فقزي 
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  Laplace transform تحويل لابلس
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 Operator مؤثر
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 Paramcier وسيط 

 Partial جزئف

 Partial fractions كسور جزئية

 Particular solution حل خاص

 Pendulum بندول 

 Period دورة

  Periodic function دالة دورية
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  Simple harmonic motion حركة توافقية بسيطة

 Singular point نقطة شاذة                  
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 Undamped غير متخامدة

 Undermined coefficient معاملات غير معينة

 Uniqueness وحدانية
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